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IVAIHLUST 
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YAN HBT 

WISKCMDie OEMOOTSCHAP, 

OTCDER DE ZKfSPRECK : 

Em ONVERMOEIDE ARBEID KOMT ALLES TE BOVEN, 

TB AMSTBRDAU, 
OP DER 9d«« JÜLU, MDCCCLXVL 



BESTUURDERS. 

W. A. FiOGiK y Ridder van de Orde der Eikenkroon , 
Ood- 1« Lai tenant Ingeoiear, Architect te Amgterdam* 
Voaniiter (*) 1866; 

D. yiR Lahkkebh MiTTnu, PhiL Theor. Mag» LiU Hum, 
Dodor, Directeur der Openbare School voor Handel en 
nijverheid , Lid van de Plaatselijke School-Q>mnii8sie 
Ie Amsterdam , Bestaurder van de Afdeeling Naiuuf' 
kunde der Maatschappij: Fblix Mbeit», te Am* 
sterdam^ enx. enz • 1854. 

Hr. H. S. VAii Lknubp, Commissaris van de Kweekschool 
voor de Zeevaart te Amsterdam 1864. 

F. J. Stahkabt, Maih. Mag. ei PhiL Nat, Doctor, Ridder 
van de Orde van den Nederl. Leenv, Lid der Konink- 
lijke Akademie van Wetenschappen te Ameterdam, van 
de HolL Maatschappij van Wetenschappen te HaaHem , 
van het BatanPsch Genootschap der Proefondervindelijke 
Wijsbegperte te Rotterdam ^ van het Prov. Utrechtsch 
Genootschap van Kunsten en Wetenschappen te Utrecht, 
van het Zeeowsch Genootschap der Wetenschappen f e 
Middelburg, Commissaris van de Kweekschool voor de 
Zeevaart te Amsterdam, Lid der Commissie voor het 
Middelbaar Onderwijs te Amsterdam, enz. enz.^ Arron- 
dissementsIJker te Amsterdam •.»••;. 1843» 



{*) JüttritdUn van it etrste verkiezing ah Lid van het Bctiaur, 
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Mr. J. J. TiDiHft TAH BuEBODT, Licl van den Raad en 
Oud- Wethouder der Stad jinuêerdam^ Directeur van de 
HoUandaehe Haatachappi) van Wetenacbappen te Hüar- 
Urn f Honorair Lid van het Historisch Genootschap te 
Utreehi, Commissaris van de Kweekschool voor de Zee- 
Taart te Jmsterdam^ enz. enz 1854. 

C. J. Matthes, Math, Mag. et Pkil. Nat, Doctor^ Officier 
tan de Orde der Eikenkroon, Hoogleeraar in de Wis- 
en Hataorkonde aan het Atkenaeum lUuitre te Amster- 
dam^ Lid en algem. Secretaris van de Koninklijke 
Akademie van Wetenschappen te .^«wferdam, Lid van de 
Hollandsche Maatschappij van Wetenschappen te Haarlem^ 
Lid Consultant van het Bataafsch Genootschap van 
Proefondervindelijke Wijsbegeerte te Rotterdam^ Lid van 
het Provinciaal Utrechtseh Genootschap van Kunsten en 
Wetenschappen te Utrecht^ Honorair Lid van het Pby- 
stsch Getelschap te Oevenler, Commissaris van de Kveek- 
eAxxX voor de Zeevaart te Atneteriam^ enz. enz. Eente 
Secretwie 9 1858. 

J. AcQVoTy Onderwijzer in de Wiskunde, en Hoofdonder- 

wqzer te Amsterdam, Penningmeester, « • 186] . 

J. BiATi, Bibliothecaris, . : 1894. 

L. Jahsi, Bc., Math, ei PhiL IVat* Cand., Leeraar aan de 
Kweekschool voor de Zeevaart te Amsterdam y Lid van 
het Zeeuwsch Genootschap der Wetenschappen, te Mid" 
deliurg. Tnoeede Secretarie 1864. 

BUITENGEWONE LEDEN VAN VERDIENSTE IN HET 
WETENSCHAPPELIJKE VAK. 
J. P. Dblpbat , Commandeur iran de Orden van Nederl. 
Leeuw en Eikenkroon, Ingenieur en gepensioneerd Gene- 
raal-Majoor, Lid vsn de Koninklijke Akademie van 
Wetenschappen te Amsterdam ^ van de Hollandsche 
Blaatschappij der Wetenschappen te Haarlem ^ van de 
P Klasse van het Koninkiyk Instituut van Ingenieurs 
te Delfts van het Prov. Utrechtseh Genootschap Tan 
Kunsten en Wetenschappen te Utrecht^ van het Bataafsch 
Genootschap van Proefondervindelijke Wijsbegeerte te 



gitizedby Google 



— * — 

üotterAMM , ent. teét. » Ond- 1« 9$Mkaié Aéé tiMMklt^ 
•cbaps, te '« fliijifé % •< -^ • O 1829. 

J. Badoh Gbybss, Ridder tan de Orde ven dao Nederi. 
Leeawy Lid van de KooidU. Akadenie vak WeCen» 
aebai^wB te AmaêeriÊm^ Lid «én Int Prov% ütKebtaoh 
Geoootachap Tao Kooateo ea Weteoaehapptn te Utnckit 
OudHoogleeraar in de WiBkande aan de Keuaklqke 
Icadenie voer de Laadmait te JSffdêf ene. eiii*| Oud» 
1* Seenidriê des CSeaeotMthaps ^ te Breda . • . . 1836. 

B. TAH Rsia, JfolA. Jfo^. et Pkil. Nai. Doctor, Lid ?aii 
KoDJnkl^ke Akademie van WetenachapiKn te Amiteriamf 
vao de flolJandache Maatachapp^ der Wetenschappen te 
Haarlem f van het Prov. Dtrechtach Genootschap tan 
Knnsten en Wetenschappen te üirecht, enz. enz., 
Hoogleeraar bij de Wis- en Natoarkandige Facolteit te 
üireckt 1863. 

G. J. Ybidav, Math, Mag, et PhiL Nat. Doctor , Lid 
tan de Koninkl. Akademie tan Wetenschappen, ^an de 
HoUandscbe MaatschappQ der Wetenschappen te Haarlem^ 
▼an het ütrecbtsch Genootschap tan Kansten en Weten- • 
schappen te ütrechty enz., Hoogleeraar bij de Wis* en 
Natoorknndige Facalteit te Leiden ...... 1863. 

G. A. Y&niX4, Corresponderend Eerelid tan de Natorfor- 
schende Gesellschaft te Einden^ Lid tan het Prot. 
Utrechtsch Genootschap tan Rnnsten en Wetenschappen 
te üirBchi en der Prov. Staten van Groningen, Barge- 
meester der Gemeente fFineekaten en Arrondissements- 
IJker, enz 1854. 

J. W. EaHKams, Math. Mag. et Phil. Nat. Doctor^ Lid 
van de Koninklijke Akademie van Wetenschappen, Lid 
Consultant van het Bataafsch Genootschap der Proef- 
ondervindelijke Wijsbegeerte te Rotterdam^ van het 
Prov. utrechtsch Genootschap van Kunsten en Weten- 
schappen te Vtreckt, Hoogleeraar bij de Wis- en Nat anr- 
kondige Facalteit te Groningen, enz. enz 1854. 

Dr. C. J. Matthu, Hoogleeraar, enz. (Zie boven) . . 1834. 



(*) Jéutrtallen ven ie iênoemimg tot Lid van verdiemie, enz. 
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BUITENGEWONE LEDEN ViN VERDIENSTE IN BET 
HDISHOÜDELIJKE VAK. 

D. W. Hmiy Onderwijier in de Wiskmide en Hoofiion- 
derwijter te Amsterdam. •••••... 1854. 

D. BiiEiffs Dl Haah, Maih. Mag. et Phil. Nat. Doctor^ 
Correspooderend Lid van de Keiierl. Rassiccfae Academie 
▼an Wetensebappen te Basan^ Lid yao de Koninklijke 
Akademie van Wetenicbappen te Ameterdam^ Lid van de 
Hollandsche Maatscbappg der Wetenaebappen te Haar^ 
lemy Baitengewoon Hoogleeraar big de Wis- en Nataor- 
kandige Facalteit te Leiden» • 1804. 

LEDEN ViN DE WETENSCHiPPELlJKE COMMISSIE. 

J. P. Delfiat, Generaal, enz.» te 'a Hoge. (Zie boven) 1821. 

J. Bador Ghtbeit, Oud-Hoogl/eeraar in de Wiskunde te 

^re<20. (Zie boven) 1830. 

G. A. VAK KiEKWiJK, Ridder van de Orde van den Nederl, 
LeeoWy en Commandear van die der Eikenkroon , Ingenieur 
en Generaal-Majoor, Lid van de KoninkU Akademie van 
Wetenacbappen te Amsierdam^ yan bet Prov. Utrecbtscb 
Genootacbap van Kunsten en Wetensebappen, te '« Hoge» 1840. 

Dr. F. J» Stahkaut, enz. enz., te Amsterdam, (Zie boven) 1847. 

Dr. C. J. Matthbs, Hoogiceraar in de Wis- en Natuurkunde, 
enz. enz., te Amsterdam. Foornitter der Commissie. 
(Zie boven) ............ 1858.' 

BIBLIOTHECARIS. 
J. Brave . 7 ? i . V . . . . T . . 1857. 

INSPECTEUR VAN DE BOEKERIJ. 
Dr. F. J. Stamkabt. (Zie boven) 1846. 

LEDEN VAN VERDIENSTE DER EERSTE KLASSE, 
n. VAN Blahrbk , Phil. Theor. Mag. Lit. Hum, Doctor^ 

Leclor in de Wiskundige Wetensebappen, enz., te Zwolle. 1864. 
W. VAH Haabst, Hoofdonderwijzer a«in de Renswoudschc 

Fuudatic, te Deljt, enz. 1865. 



gitizedbyGODgle 



LEDEN ¥AN VERDIENSTE DER TWEEDE KUSSE. 

Dr. F. J. Staikait, enz., te Amsterdam. (Zie faoTeo) '. 1824. 

W. ToPy Wui.y ODderwigxer in de Wit- en Zeevaartknnde 
en Kostscfaoolhooder , te ZienkMe 1824 r 

J. AoQDOT, Oaderw^zer in de Wislnnde, enz. te ^fiMlenfam. 1837. 

G. W. F. Baabk, JToM. Mag, ei Phil. Wai. Doctor, 
Idd vftn het Pro?, Vtreclifsch Genoottehap van Knnaten 
en Wetenichappen te Uirecki, van het Zeenwseh Ge- 
Dootachap der Wetenschappen (e Middelburg, Hoogleeraar 
in de Wiakande aan de Polytechnische School te JDelft. 1848. 

F* J. YiH DBir Bno, logenienr van den Waterstaat, 

Leeraar aan de Polytechnische School, te Deljt . 1859. 

CORRESPONDENTEN. 
G. TXN BionnLÉi, Onderwijzer in de Wiskunde, te '« Hoge, 

▼oor '8 Hoge 1849. 

W, KtfiuiiG, Math, Mag. et PhiL Nat, Doctor, Leeraar 

in de 1/Viskande aan de Hoogere. Burgerschool , te Crro" 

ningen, roor de Prov. Gromingen . . . . . ^ 1864. 
Pb. Bbllo, Leeraar in de Wis* en Nataarkonde aan het 

gymnasiom te Deventer. • . • 1865. 

C P. BüBGBB, MatK Mag, et Phil Nat. Doctor , Hoog» 

leeraar aan de Polytechnische School te Delft^ voor Delft, 1 865 . 

GEWONE LEDEN. 

J. DBBLBMAiiy Oud' 2* Secretarie en t)iiJ-G)rrespondent 

des Genootschaps , enz. enz., te Deventer . . • C^) 1813. 

H. F. FiJirJB, Hoofd-Ingenieur van den Waterstaat en der 
Publieke Werken, Lid van het Prov. ITtr. God. tan 
S onsten en Wetenschappen te Utrecht, te Groningen, 1813. 

C. J. BoLTBNi Hoofd-Ingenieur enz., te Leeuwarden, . '. 1SI8. 

S. F. KluhsmAi Commandeur van de Orde der Eiken- 
kroon. Ridder van de Militaire Willems-Orde 4* Klasse en 
van de Orde van den Nederl. Leeuw , Gepensioneerd 
Luitenant-Kolonel Ingenieur, Oud-Commandant van het 
corps Uineurs en Sappenrjt, Lid van het Prov. Otrechtsch 
Genootschap van Kunsten en Wetenschappen Ie Utrecht^ 
enz. enz., Ie L^hlama Stinshi] Wolvegam Vriesland, 1819. 



O Jaartal van toetreding ah Lid des Qenooiichapt, 
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J, P. DufiAT) Oud- !• S0cniêru éet fiknootvehapt, eaz. cdc, 
U'êHage. (Zie boTen). ....... . 1619. 

W. Top.Wzff., Koatochoolhooder, te Zimnhue. eDib<Ziebof en) 1619 w 

G. i. TAü Kbkkwuk , Oud-BdêhÊmésr des GeaoDtfchapty 
eni., te Amaierdumf (Zie bofen) ..••«« 1820» 

J. AoQUoT, Hoofiionderwijsery enz»^ te Awuterdam. (Zfie 
boTCD) 4 » . 1822. 

Dr. F. J. Stiwait, Butuvfder des GeaootichafMi eai. ens.^ 
te Jmtterdam. (Zie boTen) 1823. 

P» H. TAH Dfti HiüLiv, LaitenaBt-Kelonel der Artillem, 
te Bergen op Zoanu 1824* 

W. A. Fbocii» Fvorsitter des Genootschaps , Oud- 1* 
Loüenant logeniear, Arehitect, ene. enz., te ^mffercbtfn. 
(Zie boven) 182S. 

Dr. H. TAir Blarkih ^ enz., te ZuxMe. (Zie bofen) . . 1829. 

J. C. L. TAR HooFfy OuA-Kapt» Ingeniear te HoiAf&fU' 

Veenhms onder Ihoello * • . 1831* 

Hr. E. BoAS j Kanton-Regter van bet 1* Kanton der Stad 

AmHerdam , enz. , te Amtierdmn ....';. 1831 •' 

I. J. na KoNiHG, te Haarlem m ....... 1831. 

Dr. D. VAN Laukibih Hatthis, Bestuurder des Genoot- 
schaps^ Directeur der Openbare School voor Handel en 
Nijverheid, enz, enz., te Amsterdam. (Zie boven). • 1832.^ 

D. W. HiHSi, Oud-Bestuurder des Genootschaps , enz., 

Hoofdonderwijzer, te Amsterdam» (Zie boven). . . 1833. 

K. DuLEii, Lzir., Hoofdonderw^zer , te Nieuwendam . 1834. 

J. M. OsiBiiT, Directeur van het Depot van Kaarten en 
Opzigter van de Hodelkamer bij het Dep. der Marine, 
«nz. te 'tf Gravenhage 1834. 

J. C OliviiE| Kostschoolboader , te Flaardingen . . 1836. 

Mr. J. HiissKERK, AsiAHASsz., Minister van Binncnland- 
sehe Zaken , Ond-Lid van de Prov. Staten van Noord-Hol- 
land en van den Raad der Stad Amsterdam^ Lid van het 
Prov. Dtrechtsch Genootschap van Knnsten en Weten- 
schappen te Iftreckt, enz. enz., te ^sHage. . . • 1836. 

J. A. KiAJBKBBiHK, Oud-Ingenicnr van den Waterstaat^ thans 
Landboower te TogalwoerOf Residentie Krawangj op 
Java 1838. 

A. B. Bbave, Hoofdonderwijzer, te Amsterdam . . 1838. 
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A. Hduchib, LH. AhN. £imcl., Doorat in de Witkondlc 

«t» bet Stedelijk Gymnajiom, te Jmhem. • • . lfS8. 
J. H. Saftin, KAfitein Iniftnieiir, te Gêêrirmdemierg . 1840** 
P. J. A. TAH Rabm TAir »u KtoeTy Gmimiet bq bet 

JDepartemeot van FinanciëD, te *9 Hagé, . . • • 1840 .* 

A. TAK Ottkbloo , Leeraar bq de Openbare Scboel voor 
Handel en Hq verbeid , eni.| te Amêiefdêm. . . 1840. 

B. P. BooAiaTSy Arrottdkaeaients-Ukery te Brwia. • . 1840. 
G. TiR BaiHiwuiR» WcH., CoheêiHmdêtU det Genqotachapa 

voor 'ê Bage^, Oaderwqcer in de Wlakandige Weten* 
schappen, enz.» te UHagê. (Zie boven) • • • . 1840. 
R. VAH na WiBRD, Lid v. d. Kon. Academie v« Beeldende 
Kunsten I Lector bij bet Indostriëel Volka-Ooderw^a in 
de Wis*, Natnar-, Scbei* en Werktnigkunde , opgerigt 
door de Amsterdainsche Departemenlen van de llaataeb. 
Tirt Nut van 't Algemeen ^ Diredenr der School vcor 
Handel en Nijverheid en Privaalonderv^fer in de Wia> 
Matunr- en Zeevaartknnde^ te Jmêtefdam. • . • 1840. 

D. BiBiiia M Haas , JMk. Mag. el PM. Nai. BaOw^ 

enz., te Leiden* (Zie boven) • • 1841 • 

W. Coiir. ViaatNTT , Ontvanger van 's Rijks Bel. en Ace», 

te Zuidkom^ Prov. Grmingan 1841 • 

C. W. SsiTn, Kapitein der Artillerie, te ^orïiieAciM. • 1841. 

G. L. KavPBB, Institotenr, te Jmêierdam 1841. 

A. Bbobus, te Jmêierdam , » » 1842. 

L. Ybbvbbiv, Onderwijzer in de Wiskunde, te Diertn • 1843. 

E. B. AsscBBB, Medio. Doctor ^ enz. tm. ^ ie Jmsteriam* 1843. 
C. P. BoaaBB, Math. Mag. PkiL et NeA. DoMt^ Correê- 

pondeni des Genootsehape, Leeraar aan de Polytechnisdie 
School te Deljt. (Zie boven) 1844. 

J. M. GovTSBiT, te Amsterdam 1845. 

N. A. T. Abbichs, Adêiêtent-Remdem, te Smnanap. . 1846. 

y. S. H. VAK niB WiiLMBB, JfolA. Mag. ei PhiL 
Nai. Doctor^ Lid van de Kon. Akad. te .^malaniiim en 
van het Prov. Utrechtscb Genootschap, IKrectenr van het 
Physisdi Kabinet aan Teyler's Stichting, te Baarhm . 1846. 

G Jinius, CFz., loatschoolhooder, te Beterw^fk. . • 1846. 

Dr. J. A. Stabkabt, PAtY. 7Aeof. Mag. H LH. Bum. 
Dodor, te Amsterdam i T ..»••• • 1846. 
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L. CofliK Stvabt, Direcfeur der Polytechoitche School te 
1Mf%. eoz. eoz. . . 7 1847. 

G. F. W. Baub, MaiK Mag. et PkiL Nat. Dociar^ 
Hoogleeraar aan de Polytecfaniicbc Schooi enz. enz, Ie 
Delft. (Zie boveo) 1847. 

W. TAN HiABfiT, Hoofdonderwijzer, te Dei ft. (Zie boven). 1848. 

H. H. PiBBiiTBL, Hoofd(mderw^zer in de Wid[Qnde bij 
de 'i GraTenbaa^iche Academie %an Beeldende Knusten 
en Ambtenaar bij bet Ministerie van Finantiëo, ie'a Bage. 1848. 

Mr. J. J. Tbdiiig ▼an Bbbkhout, Bestuurder des Genoot- 
aebapi, Lid van den Raad en Oad-Wethooder der Stad 
j^msterdam, (Zie boven) 1849. 

J. RmoBLiiiG, Docent in de Wiskande aan bet Stedelijk 

Gymnasinm , te 'f Hertogenboêck 1849. 

H. DB Nbüffillb, te Amsterdam 1849. 

M. J. TAB BuvBEir, te Amsterdam 1849.' 

J. H. YAH SiLLBvoLDT, Eerttc Onderwijzer in de Reken-, 

Stel- en Meetkunst aan bet Stedelijk Gymnasinm, te *« Hage, 1 849 • 

Z. W. VAH ScHBBVBH, Ondcrwij zer io de Wiskunde, te Zwolle • 1 850 • 

F. J. HoLLBAHB, Medicin. Doctor ^ Lid tan hetProv. Utr. 
Gen. van Koust. en Wctenscbappen te l7iPr«cA^, te £(/am. 1851. 

Dr. C. J. Mattbbs, Eente Secretaris des Genootschaps, Hoog- 
leeraar in de Wis- en Natuurkunde aan bet Athenaeum 
lUustre^ te Amsterdam, enz. (Zie boven) • . . .1861. 

F. H. Polak, te 's Hage 1862. 

J. H. Hbtbbock, Onderwijzer in de Zeevaartkonde, te 
Amsterdam 1852. 

J. B. RoLL, Medicin, Doctor, te Amsterdam. • . . 1852. 

C H« C. Gbirwis, Leeraar aan de Polyechniscbe Scbool, 

te Delft 1853. 

L, C. DB Fbbbbbt , fierste Luitenant der Infanterie, te Breda* 1853 . 

Dr. R. vab Rbbs, HoogleerAar bij de Wis- en Natuurkun- 
dige Faculteit te Utrecht enz. (Zie boven) .... 1853. 

Dr. G* J. Vbbdah , Hoogleeraar bij de Wis- en Natuurkun- 
dige Faculteit te Leiden, euz. (Zie boven). • . '. 1853. 

W. M. Logbbab, Lceraar aan de Hoogere Burgerscbool te 
Haarlem, Lid van bet Prov. Ulrecbtscb Genootscbap van 
Kunsten en Wetenschappen te Utrecht, Wis- en Nafuar- 
kundig Inttromentmaker , enz., te Haarlem. . . • 1853. 
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Dr. J. W. £b«iijii8, Hoogleeraar bg de Natoar-- en 8eb€i« 
kundige Faculteit te Groningen, eni. (Zie boven). . 1854. 

6. A. Vbhcxi, Lid van de Prov. Staten van Groningen ^ 
Borgemeester van fFinêckoien, Arrondinement«-IJker» 
enz. (Zie boven).. Id54. 

F. RoBFF, Onderwijzer in de Wiakonde, te Ameterdam . 1854. 

A. VA9 VooBirVBLD, Onderwijzer in de Wiskunde aan bet 

Ronink). Instituut voor de Marine, te ^^iUemeoord . 1864. 

J. fiosscoA Jr, Math» Mag. Phil. Nai. Doctor ^Udmnd» 
Kon. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam ^ Tan 
de Bollandsche Maatschappij der Wetenschappen te Baar^ 
kmt van bet Prov. Utr. Gen. van Kansten en Weten* 
schappen te ütrechi en Inspecteur van het Middelbaar 
Onderwqs, te 'sHage 1855. 

M. 6. Shobb, Ooderw^zer in de Wiskunde, te Am*' 
Herdam ^ . V . • 1855, 

W. J. TAV GooB, Hoofdonderwijzer, te Markeio . . • 1865* 

Mr. N. H. DiiK, te Amsterdam ... . . . . 1856* 

A. A. T. Lbduobb, Ingenieur in NederL Inéië^ thans te 

's Hoge 1867. 

H. ScfloOy Hoofdonderwgzer , te Hoorn . . ^ . . - . 1858. 

A. J. VAH PiflCH, ie Delft ....... .1858. 

F. J. vm DB9 Bbbo, Leeraar aan de Polytedmische 

School te Delft. (Zie boven) ..*••... 1858. 

J. DB Haar, Onderwijzer, te Amsterdam. . • •- *. 1859* 

J. BoYBirKBRK, Onderw^zer, te Amsterdam .... 1859. 

A. PsicHA, Student aan het Athen. 2U,, te Amsterdam,. 1859 « 

R. R. LiT, Onderwijzer, (e^ Gouda • . * . . . 1859* 

Br. W. Kbbliho, Leeraar in de WisküUfde' aan dé Hoogere 
Burgerschool, te Groningen. (Zie boven) ... V 1859. 

J. TAK DBB HoBYtH, Fabrickant, te Bergen op ^Zoom. • 1859.' 

E. TAB DBB Ybh^ Moih. Mog. Phil. Nat. Doctor^ Biree* 

teur der Hoogere Burgerschool , te Haarlem > • • 1859« 

D. 6. Gbahbi, Math. Mag. Phil, Nai. Doctor^ Ditecr 

Uur der Hoogere Burgerschool, te Zuêphen. . V • 1859. 

A. F. VAR Haastbbt , Adspirant -Ingenieur van den Wflter- 

staat, te Samanmg ...... 4.. • 1^9; 

T. R. Fio«BE ; V 1860*^ 

Mr. H« S. van Lbhrbp. (Zie boven) ;..••• 1860* 
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P» D. KonuKs, Leeraar aao de Hoogere Boi^enehool, te 

Middelburg 1860- 

A. A. SiasiMHf Leeraar in de Wis- eo Zeevaarlkoofie aao 

de Zeepaard ondige Scliool, te IfëMngen .... ]860. 

P. J. Wallbb, Ie jÉmsterdam .1861. 

a HoFVAs, te Thoien 1861. 

R. A. IUbs, PhiL Nüt. Cand., te Amtterdam . . .1861. 

J«. BBBKiBina ViacftBiu, te Kampen 1861. 

A. H. Obubbs, te XlNddarf 1861. 

N. J. Daosx, te £o/ai0anj 1861. 

G. P. J. VAM DBH Bbba, te Ratierdam 1861. 

L. S. R^SaaBBLii, KapiUiD der Artillerie (e Oorinêhem . 1861. 
Ph. Bbulo, ConreapoDdent dea GeDOptaebape te Devenier. 

(Zie boven) 1862. 

E. J. J. KniRDBBs » Slodent te Delfi 1862. 

J« 'fin^vt , bibliothecaris. (Zie boven) • 1862 . 

J« Fabids, te Helkw^eUluiê « 1662. 

kfi W. H« viH DB WiiBPBBSB , HeoMoDdeffvijier te Bergem 

op Zêom, • •. « * • • • 1862. 

¥\ €<• A. Hbbkbhbath, Student (e Delft ..... 1862. 

Ik^ (Iahbr, te Amsterdam « • • ,4< 1862* 

P. J, HoLLy te Baihem ... ^ «... • 1863^ 

F. J. S^OLTM , te ^Mwfordlfim . « 1863. 

P^;;r.. VAR Pbsch, te Utrechi 18AS. 

f(^,^ Gbörbhak, tQ D^ifft.. ........ 1863. 

P«^ NüBVHu», te Eneekadé. , 1863. 

A« rt^ BBiitwui, Gz., IpaAttateur» te «oordhê^ . . • 1803. 

^^J. Kastbbl, Onderwijzer te i^^efHèr ..... 1863. 

L. B. Wia^puif«, Ondervqier Ie Devtmier .... 1868. 

Qk.Hf TAic HabtBi Onderwijzer Ie Jknenier .... 1863. 

Iaj JiHSB, B|^ fSK^«0Ai Skmtam, (Zie havea) . . . 1863. 

B. P. HeoiK» t« Cre«« 1863. 

Jt W. Fut» te ZoottfaM 1863. 

Dr. H. G. B. f4« B» SahdI Backeouzbb , Leer^ar aan 

sM Hoogere Bargenio^ol te 'e Hago ..... 1863. 

Jacob SviAftTf Jb.» te Jmt iml am 1864. 

Qdh^, Jb., te Jmêterdam. ........ 1864. 

Gt:' ftuPBtMAw, Student aan de Polytechniiche Scbeel lè 

mft. ..;.... 1864. 
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X a Cwm^ u» ^^m^^nlm^ v 1^64. 

F, W. HtWB, te Amsterdam ..•«..;. 1894. 
A. J. L. DB Rook, te Bergen op Z<k9m . . . • . 1864. 
Mr. P* RoKBUH, Directeur der Hoogefo BargersebMil» la 

Middellmg 1864. 

J. KoBt, te Grmiiimgefk ..;....,. l9Bi. 

A. Kbttheb, te Ameierdam ,.,«..,« 1865. 
Dl J. Kobtbwb«, te U Heriogenbaeek, » . . « . Iii6fi« 

1|. C Pabaiba, te Ameierdam. . , 1865 • 

G, A. A. ]lfBDBi.BBBq , t« 4me(erdam. . . ^ . . 186$. 

A* TAV Lbbsit, te Ameierdam 1866. 

J. Ybbsuf», fl4^(^ip^efw^l»,^ Mm'im , , . . !»&, 
J. f. ^^oMM^^n , Ip^mpiear tai^ den Watei»la*| Ie i^rffu- 

«Hmfefi 1865. 

P. H. TAB OBB Lbij , Onderw^ser in de Wtskande te 

Haarlem 1865. 

L. tab Zahtbb, Docent mq het Gymnaaiam te Alkmaar. 1865. 
E. J* ScHOBMABBBy Lceraar aan de Borger-ATODdschool te 

Haarlem 1865. 

S. DB Ybibs, Maih. ei Pkil. Nat. Cand.^ Leeraar aan 

de Openbare School van Handel en NiJTerheid te 

Ameierdam 1865. 

B. Mbtlihb, Math» Mag. PUL Nai. Docior, Leeraar 
aan de Openbare School Toor Handel en Nijverheid te 
Ameierdam T 1865. 

H. Obbbh, Leeraar aan het Gymnasiom, te Ameierdam. 1865. 

J. J. SoutBB, Leeraar in de Zeevaartkonde aan het Zee- 

manahnii, te Awuierdam ........ 1866. 

J. A. Sbiidbu, Student aan de Polytechnische School te 
Delfi. 1866. 

P. H. ScBouTBH) Student aan de Polytechnlaehe School te 
Delfi 1866, 

W. F. HBSBBSy Stodent aan de Polytechniache School te 
Delft. 186a. 

J. L. HooBWBft, Maih. Mag. Phil. Nai. Doeior^ Direc- 
teur der Borger ATOndachool , te BarUngen • . 1866. 

L. J. VooBZABOBB, Stodcnt te Leiden 1866. 

G. U TAB LBBNBr, Stodcnt te Delfi 1866. 

H. DB Tbibs, Stodent in de Medicijnen te Ameierdam • 1868 • 
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W. A. J« ScBBBHMi Stodent in de Hedic^neD te Amitêfdmn, 1869 • 
J« J. V188BB, te JfÊuierdam ........ 1866. 

M. A. Tbb^br, te Amsterdam 1866. 

J. D. Wijnkoop, te Amtieréam .••.... 1868. 
H. E. D1BBIT8, Maih. Mag, PhiK Jfai. Dodar, Leeraar 

aao de Openbare School voor Handel en Nijverheid te 

AmHerdam , I866* 

L. E. AssBB, te Amsterdam 1866. 

A. W. Hbbs, te Amsterdam 1866. 

C. A. ScBBLTBHAy Stodent aan de Polylechntiche School 

te Delft 1866. 

A. F. TAH Akbh, Maih. Mag, PhU. Nat, Doctor^ Leeraar 

in de Wiskande aan de Hoogere Bargerachool, teZeub» 1866. 
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WISKÜNSTIGE OPGAVEN 



■ST OBBZSLTBB 



ONTBINDINGEN. 



I. VOOBSTEL. 

Door'fFijlen A. HABBBBoiiBr 

Xre jaren van de heide jangêie mijner vier zonen geroegd 
hij die vqfn den oudsten , bedragen 113yi en die der twee oud- 
sten fnaken te samen met die van den j ongaten 119^ jaren uit; 
terwijl mijn eigen leeftijd twee jaren minder ie dan die mijner 
fttiddelete manen b^eengenomen» Geeft men mynen oudsten zoon 
(wee jaren meer dan hij telt, %oo vormen de jaren mijner zonen 
cene meetkunetige reeks. Frage naar onzer aller ouderdom. 

Opgblobt door A. J. va ir Pescd, A. HabbbboiBe, W. vau Haabst, 
A. P8ICB&, G. J. DiJEEBBAR en L A. Staikabt. 
Oplossirc; van A. J. van Pbscb. 

Lnat de meetkanstigc reeks zijo: 

zo.^ ziJQ de drie eerste termen respectievelijk de jaren van de 
<iiie joogsie zoons, terwijl de oadste xy* — 2 jaren en de vader 
xy 4- -ry» — 2 = sy{\ + y) —^2 oud is. 
VoIjrpDt de voorwaarden heeft men no: 

* + *y + ^' — 2 = 113^, 
» + ^*+ *y* — 2 = ll9f, 

dos iry* — dry = 6 of jr = -— . 

y' — y 

Beze vaarde van s in eene der vorige vergelijkingen gesabstitoeerd, 

of na BerleidiDg : 

42y* — 811y» + 863y + 42 = O (1) 

1868—1863. k 
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2 WISKÜWSTIGE | 

Deze ▼ergelijking heeft (wee positieve wortels^ écn tosschen 1 eoj 
2 en één tasscheu 18 en 19, zooals blijkt uit de coëfBcienlecJ 
der afgeleide vergelijkiogen , die zijn: 

»n (y— 1), 42 — 685 — 643 + 126, twee variaiiëo, ! 
in(y— 2), 42— 559— 1887— 1160,ëën tarialie, 1 
in (y— 18), 42 + 1457 + 12481 — 2424, » » 
in (y— 19), 42 + 1583 + 15521 + 11556, geen » ' 

De vergelijking tot het 42-Toud der wortels van verg. (I) worcll:, 
««—8iU*4-3582^H- 74038 = 0. . . . (2)! 
Deze vergelijking heeft na een wortel tusschen 42 en 84. Om te 
beproeven of deze wortel een geheel getal is, hebben wij de deelers 
te nemen van 74038 tasschen 42 en 84, deze zijn 49, €»4 , 1 
66, 63. 

Het blijkt dat 49 een der wortels van (2) is, terwijl de verg. 
(2) door s — 49 gedeeld, geeft: , 

a»—762« — 1512 = 0, | 

waaruit men de twee andere wortels vinden kan. 
De waarde van s =: 49 geeft die van y = IJ, 
voorts X = 30|, 

«y = 36, 
ary» = 42, 
^y«— 2 = 47, 

*y(l+y)— 2 = 70y \ 

dit zijn dus de jaren van eik der personen in het vraagstuk. 

De tweede wortel kan niet in aanmerking komen, daar uit de 
natanr van het vraagstuk blijkt dat xy y i moet zijn; voor de 
tweede ^positieve waarde van y uu, y = 18 -h ^, zou xy* — 2 
grooter zijn dan 160 , waarmee onmogelijk overeen kan stemmen 
« + «^ + *y* — 2 = 113?. 
Evenmin kan de negatieve wortel in aanmerking komen, daar 
dan de jaren van twee kinderen negatief zouden zijn. De jaren 
der kinderen zijn dns alleen 

30J, 36, 42, 47: 
terwijl de vader 76 jaar oud is. 

II. V o o ft s X B L. 

Door W. VA5 Haabst. 

£r is eene ruit gegeven benevens twee lengten a en b. Nu 

begeert men den inhoud te bepalen van^ een* regthoehy elk van 

welks hoekpunten van de twee paren oterstaande hoekpunten der 

ruit op afstanden ifch bevindt te samen achtervolgens = 2a en 
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=26. Bovendien vraagl men^ hoe de gegevenê geuotnen moeien 
wden^ opdai de regikoek om ^ of In de ruit beschreven m^. 
Okiiost door A. J. tan Psscn en W. var Haabst. 

Oplo88Ix« van A. J. tak Piscb. 
De boelpanten vao den Ie bepalen regihoel PP'P'P% mTÏQ. 1, 
nllcn de sn^ ponten zijn van (wee ellipsen , waarvan de eene door 
0£ = a eo AO = excentriciteit bepaald wordt en de andere door 
0H = & en OD alt excentriciteit. 

Stel das AO = m , dan i§ OG = |/(o« — m*) z= « 

ea z^ verder OD = n , dan is OK = y{b* — ««) = (3. 
Zoo wij na de lijn OC als de lijn der x en OH als de lijn der 
y aannemen , dan zijn de f ergelijkingen der beide ellipsen : 

a 

h 

en y = - ^-(|3« — ,«), 

Toor de snijpoaten der twee ellipsen vindt men de coördinaten, 
» door if en s in die twee vergel^kingen aan elkftar gelijk te stel- 

! len, dos *^/(o« — -rt) = ^^(pt— ^i) 

a p 









(O 
(2) 



Tot de bestaanbaailicid van den regtboek wordt das vereischt, dat 
als oA > «p, ook A > a en a> p zij, dat is OH > OG en OE > OK, 
of als a6 ^ aP 'it^ h (^a en a ^ P zij , zooals ook lif^telijk uit de 
fijanr op te maken is. 
De inbond van den reglhoek is 4ify, das 

I»h. regthoek PP'P'P"= ^.^t^^f.^, K*' —')(«* -P') 

= a«,H&»m«^»n« K«»-'»*)(A*-'»*)(**-«»+m'X«'-A'+«*). 
Voor bet geval dat de regtboek om de roit besebreven is, moeten 
'm de vergelijkingen der ellipsen ar = m en y = « gesteld wor- 
den , dan beeft men: 

on = a^ -^m^ ^ 
k 2 
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a« —an — m* = O of a = in + j/Jn» -hw*, 
zooook i& = 4m+ ï/if»*+n*; 

de negatieve teekens kunnen hier niet in aanmerking komen, daar 
de assen op zich zel?e natanrlijk positief zijn. 

Om de derde vraag te beantwoorden merke men op, dat het 
punt van door»nijding der twee ellipsen welks coördinaten beide 
' positief zijn, op GD of op het verlengde van AD zoor Lonnen liggen. 
No zijn de Tergelij kingen van de lijnen GD en AD: 

y = £(^=Fx) (3) 

zal dus een punt, welks coördjnaten zijn al;) in verg. (1) en (2), op 
eene dier lijnen liggen, zoo moeten die coördinaten in de verg. (3) 
gesubstitueerd kunnen worden; dan komt men op de vergelijking: 

± an \/{b^ — n») {h^ — o* + m*), 
welke de betrekking aanduidt, die er tusschen de vier gegevens a, 
^ , fn , n bestaan moet , opdat de regthoek der ruit in of aan- 
geschreven zij , dat is opdat de hoekpunten van den regthoek op 
de zijden der ruit of op de verlengden daarvan vallen. 
III. Voorstel. 
Boor W. VAir IIaarst. 

Beichrijft men in een gegeven regelmatig tiet vlak een bol ; 
in dien bol een ander regelmatig riervlak; hierin wederom een* 
bol f en zoo voort tot in het oneindige: dan is de vraag naar 
de lengte der ribben van drie regelmatige viervlakken, waarvan 
het eerste tot som der ribben, hei tweede tot oppervlak, het derde 
tot inhoud heeft respeclievelyk de som der ribben , der opper^ 
vlakken, der inhouden van al de beschreven vierclakken. 

Opgelost door W. van IIaarst, A. J. yah Puch , J. D. R. Moll 
en J. A. Stairart. 

Oplossikg van W. Va5 IIaarst. 

Noemen wij de ribben van de achtervolgende vier vlakken o, 
Oij a^ , a, , enz.; de stralen der ingeschrevene bollen f, fg, r^ , 
f,, enz., en die der omgeschrevene R, S^, R^, R^, enz., dan 
is r = T'5<ijX6, r, =ï'3a,ï/6, r^ = xV»iP^6, r, =/5a,j/6,cnz. 
cnRzzziaye, Ri=iaiy6, jRj z= Ja , |/6, /?, =^0,^/6, enz. 
en dewijl nu de omgeschreven bol van een volgend tetraedrum , 
de Ingeschrevene van het voorgaande zijn moet, zoo is R^ zzir , 
iJj=ri,B, =r,, enz. ge volgelij k \a^yQ = t5<*KÖ, waaruit 
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Oj = ja en das ook a^ = |a| = ^a, a, = ^a^ =^a| enz. 
lÜBemeQ w^ nn de ribbe Tan bet gevraagde tetraedrnm x, dan 
finden v^: 

« =:= a + a^ + c^i + <>$ + enz. 

= •(1 +1+ J + ^+ ««.)=T^ = lia. 

Dcv^l verder de z^vlakken gelijkzijdige driehoeken z^n, zoo 
il, alt vq de aebtereenTolgende inboaden dier driehoeken d, d,, 
<!,,<{,, enz. noemen, d = ia*|/'3, d, =:Jo,*j/3 =25*50*1/8, 
«ï,=KV3 = ,i,«V3, d, =:ia, V3 = ï5r»<»V3,enz., 
vaarail d+d, +i«, +d, +enz. = a»(i + ,^ + y§, + „'^ 

+ en«.)>^3 = i««{I +_ + _j -j- — + enz.)j/3 

SleQen w^ hier de ribbe tan bet gevraagde zijvlak y, dan ii de 
inhoiid Tan dit vlak iy^yi = i^V3 en ^os y = lai^Z. 
Ifoemen w^ de inbonden der viervlakken in volgorde I, /| , /n 
/jt enz., dan ii, zooala bekend is, / z= ^^1^2, derhalve 

Iluidoar «ordt / + /j + /, + A + eoz. 

= A«'(t+p +f,+ p +3?! + enz.y2 

Stellen wii de ribbe van het tetraedrani dat dezen inbond hebben 
moet M, dan is — y^ = T§^a*^2, waaruit s = ïV«^67e. 

IV, Voorstel. 
Door W. VAK HiAisT. 
DêMelfde vraag aU reren toegepast op regelmatige net* en 
eéktvlakken. 

A 3 
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OrfiiLosT dócr A. J, tah Pitci , W* tak Haüst , J. A. Stam- 
KART ai J. D. R. Wolu 

OpLossinft van A. J. tan Pisch. 

Stelt men als in het rorig loorstel wederom ribbe regelmatig 

zetvlak a, omgeachreven bol R^ ingeschreTen bol r^ tweede zes- 

tlak a|, ingesdhreven bol r^f enz., dan is, daar r de straal van 

den omgeschreTen bol van zesTlak a^ is, 

a z a^ z=z R : r ' 

en daar alle regelmatige zesvlakken gelijkvormige figuren zign , zoo 

is van allen het qaotient R : r standvastig; daarom znllen ook 

de ribben van de verdere zesvlakken eene afdalende meetkunstige 

f 
reeks uitmaken, waarvan -^ de reden zijn zal. 
il 

In Jacob DB Geldbi's Begituelen der Meetkunst, derde drak, 

9^ Boek| Deel I, bl. 340| vindt men, dat stellende n het getal 

zijden van elk zijvlak en m het getal vlakken van eiken veelvlak- 

kigen boek, men voor -= vinden zal: 

^ = C/Of. —— X t'OT. • 

R n m 

Daar na voor het r^elmatig zcsvlak n =z: 4 en m = 3 en 
voor het regelmfttig achtvtak ii =r 3 en m =: 4 is, zoo is het 
qaotient voor beide 

^ = Cot. 45 X Cot. 60O = fi/^S, 

de som der ribben is das, stellende a ribbe zesvlak of ribbe acht- 
vlak: a(l + J|/3 •!- f + enz.) 

= r=^ = *^' "^^^*^ = K3 + K»). 
das is de ribbe van het eerst gevraagde zes- of achtvlak 
jfl(3 + 1/3) = a X 2,36602. 
De som der oppervlakken zal dezen vorm hebben: 

^«*(1 + I + J + CM.) = r^ = Pxja^ 

zoodat ia|/'6 = aXl>22474 de ribbe van het tweede regelmatige 
leS' of achtvlak is» 

De som der inhoaden is, als j^ een standvastigen coëfficiënt voorstelt. 
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en ioi if de ribbe Ytin bet derde zet* öf achtvltik 

^^0^2028 (9 + K3) = a X 1,07586. 

V. VOOKBTBL. 

Door W. YAif Haarst. 
DeMêlfde vraag ah in de beide voorgaande opgaven met op- 
migt M regelmatige twaalf^ en twiniigvlakken. 

Onblost door A. J. tan Puch, W. tan Haarst en J. A. 
Staikaat. 

OpLossnra van A. J. vait Pesch. 
DeidQe notatiën aannemeiide als 'm het Toorgaande vraagstuk 
TOOT de regelmatige twaalf- en twiotigvlakkeo , zoo ziet men ligte- 
I^ in, dat meo voor beide heeR: 

f 5-4- 2l/6 

ü 16 

Ken TOidt deriialve voor de ribbe vin bet eertt gevraagde 
tvialf* of twintigvlal 

•^— ;6 + 2^=''- 10312^5— = *'^^^^'^' 

voor die Tan bet tweede: 

« X 1/ 6^12^6 = *"*^^^° "•■ ^'^''^ "= 1,647278a ; 

^ Ï6 

ea voor die van bet derde: 

• ^ »" j /5+2^.5y =^ 45-K256fll4K5r *'^^^^"• 

VI. V o o B 8 T R I. 

Door W. VAN Haarst. 
Den straal te vinden van een' cirkel die op eene gegevene 
elKpsotde beschreven^ eerC anderen cirkel op datselfde oppervlak 
gelegen^ en waarvan de straal bekend «>, aanraakt, 
Omilost door W. tas Haarst. 

Oplossiho van W. van Haarst. 

x^ y* »* 

Zij de. vergelijkiog der ellipsoïde -7 + t^ + -f = 1; zijnde a 

de balTe grootste en c de halve kleinste as en de straal des 
gegeven* cirkels r, dan kan die cirkel in vier verschillende vlak- 
ken liggen, die twee aan twee evenwijdig met elkander zijn. 

A 4 
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Volgens Wiêk.i^.t'DetA II ^ ▼oontel CXXXII, ia de ▼ergelijkinfj^ 
Toor het eene paar CYenwijdige Ylakkeo 

a e 

en TOor het andere paar 

*?|/(at —^«) — -|/(ó» — c>)= ± ^/{fc» — r>)(a> — c«). 
o c 

Van het eerste paar geldt het bovenste teeken Yoor den cirkel ^ 

welks middelpant in het eerste, het onderste voor dien, welks 

middelpunt in het derde qaadrant ligt. Daarentegen geldt van 

het tweede paar het onderste teeken als de cirkel zijn middelpant 

in het tweede , en het bovenste j als hij z^n middelpant in het 

vierde quadrant der ellips heett» Bovendien liggen alle cirkelt, 

die men op de ellipsoïde trekken kan in vlakken , die evenwgdig 

met een der beide bovengenoemde vlakken-paren zijn en dos volgt 

daaniit, dat twee cirkels die elkander aanraken, niet in vlakken 

kannen liggen die tot hetzelfde stelsel behooren, zoodat het vlak 

van den gevraagden cirkel altijd een van het andere stelsel ia 

dan dat, waartoe het vlak van den gegeven' cirkel behoort. Van 

dezen nemen w^ na aan, dat hij zijn middelpant in het eerste 

qaadrant heeft, en gevolgelqk in het vlak ligt waarvan de veigelqking 

U -|/{a«~*«) + -K*«— c») = |/(A«_r«)(a«-c«).. . .(a) 

De gevraagde cirkel moet dos , nU wij z^n straal R noemen) in een 

vlak^|/(a»-i>)-^I/(&»— c>)=±^(&»— /2«)(a*-c«),(b) 

liggen. Dewijl verder de vlakken dezer cirkels loodregt op het 
vlak XZ staan , zoo moet de gemeenschappelqke raakltjn in beide 
vlakken liggen en dienvolgens de doorsnede dezer vlakken zijn; deze 
staat das mede loodregt op het vlak XZ» Daarait volgt, dat het 
nakpant in het vlak XZ en wel in den omtrek der ellips ligt, 
volgens welke de ellipsoïde door het vlak XZ gesneden wordt. De 
vergelijking dezer ellips na is 

«- + o-ï = » ••<'') 

Om derhalve de coördinaten van het raakpunt te bepalen, lossen 
wij X euM uit de vergeligkingen (a) en (c) op. Daartoe is uit (a) 

X _ cy{b* — r«) (g» — c«) — bMi/'{b^ — c») 

a ~ bcy'{a* — ó*) 

rn dit in (c) achrijvende, uodl men gemakkelijk 
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o P G A V E N. MO. e. 8 

__ c iy^(b*—e*)(b*—r*)±ri^{a*—b*) 
*~ b ^ y{tt* — e*) 

• - i ^ K(«'-c») * • '•') 

vaarin de borenste (eekcos bïj hetzelfde paiit behooren. Lossen 
v^ voorts sr en s op uit de YergeHjkiog;en (b) en (c), dan moe- 
teo v^ eo5rdinaten van een zelfde paut verkrijgen. Uit (b) volgt 

s _ ± ci/{a^ — c') {h^ — R^) + hz]/{b^ — c») 

en dïi in (e) snbstituerende, verkrijgt men 

Deze waarde van s zal das gelijk moeten zijn aan de boven ge- 
voodene, als men daarbij de teekens zoodanig neemt, dat zij bij 
faetzelfde pont kannen behooren. Voor één pant hebbeo wij dan 

eo voor een tweede poot 

Scbrijven wq ze aldos: 

= y\b^^o^)\b^^r^)—{R — r)i/{a^^b^) 
en _^/(6«_c«)(6»_iJ>) 

= y/{h^ ^c^){b^ ^T^) — {R'^r)y{a^ -^b^), 
dan ia 

(fi«-T«)(^-sj«>-2(«-r)v/(a«-i^X^-c«)(i3«rS)+(/ï-r)2(a«-^^^ 
de eene, en de andere 

of wel , als men de eerste door R — r en de tweede door i? + r 

deelt, 

(H-KX**— <^)~2|/{a«-62)(63-c«}(i3-.r2)-^/2-r)(a«-.i8)-.o 

en 

vairait men eindelijk vindt 

* = — ^TITTi • 

Erzno derhalve twee cirkels, die aan de gevraagde voorwaarde voldoen. 

A 5 
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10 WISKUNSTIGE 

Wq hadden ook op deze wijze dezelfde aitkomst konneQ ver- 
krijgeo. Be vergelijkiog vaa het vlak waarin de gevraagde cirkel 
ligt, is (b) 

eo de coördinalen (m, n) van het raakpunt vonden wij in (d) 
zoodat m = ?x':^f"---A*HA*-^')±M*'-c») 

^ - ^^ K^'-c*)(*'-r')qpri^(a«-^«) . 

~ A ^ Ka* -o*) *•• 

Dewijl na dit raakpuiit in den doorgang van het vlak (b) met 
hel vlA XZ moet liggen, zoo moet aan deze vergelijking voldaan 
worden 

dos + K(^» - »») — A V. ^^C^' — ^*)- anK^«-c«) 

a^c\a^ — c^) ,otweI 

das 

Schrijven wij hierin na weder de waarden van m en fi, dan 
komen we op betzelfde resaltaat neder. 

Blijkbaar kan men niet hebben r > A. Voor het geval r=b, 
zoodat de gegeven cirkel met zijn middelpunt in dat van de 
ellipsoïde ligt, worden beide stralen even groot en wel 



Voor r = O verkrijgen wij slechts ééü cirkel 

froawens de beide cirkels die men in *t algemeen verkrijgt, vallen 
hier zamen. 

VII. VoOjRSTBL. 

Door J. Bassan. 
Op de loodl^n CD, welke uit den regten hoek C eens regt- 



gitizedby Google 



o P G A V E H. NO. 6—8. 11 

kcek^im driehoeks ap.de êohuinache ssijie AB wordi neérgeiaten, 
i$ üh middelUJH een oifkel heechreten die de regthoeksw^den in 
E en ¥ en^di. Bijaldien nu AE en BF gegeven «^'ii, begeert 
men de s^den dea driehoeks te bepalen. 

OraiLosT door J. Bassak, W. tak HaabbTi A. J. ?Air Pisch, 
A. PsiGHAy J. A. Staikabt^ 6. J. Dijkbiman en J. D. R. Moii. 
Oplossihg van J. Bassait. 
Trek (zie Fig. 2) de lijn £F, dao zal deze lijn eene middellija 
des cirkels zijny omdat /. C regt hy en zal das gelijk de loodlijn 
GD zijn. Zij AE=a en BF=:6, stel CE = J? en C¥z=zy, 
dan is AD^ =z{s + a)a en BD' = (y -{- i&)6, en men heeft: 
*«+y>=EF» = CD»=AC*— AD« = (a? + a)«— (* + a)o 

z=i g^ +as of y* = a» , (1) 

ook is 

»«+y«=EF«=CD«=BC« — BD«=(y+i&)«— (y + ^)A 
= y*+by of s^=by; (2) 

nit (2) is y s= -— en — = ajT, «• = ab* en # = ^ab^ 

b b' 

AC = (s + o) = a4-lKaiS BCzzzy -^b = b + ^a^b 

AC 1 

AB = EF X ^ = -y[a{a+i^ab*r] 

BC 1 

= EF X ^ = j^l^[bib + ^any] 

Vlll. V o o B 8 T E L. 
Door J. Bassait. 

Indien uii de scherpe hoeken eens regthoekigen driehoeks 
l^nen tot het midden der overstaande zijden getrokken worden, 
alsmede nit den regten hoek eene loodlijn tpordt neergelaten op 
de ichuinsche zyde, dan zal er door de snijding ,der getrokkene 
/^'fien een driehoek ontstaan. Zijn nu van dezen en van den 
oorspronkel^ken driehoek de inhouden gegeven^ zoo begeert men 
de zijden des regthoekigen driehoeks in deze gegevens te bepalen, 

Ofgilost door J. D. R. Moll, J. Bassait, W. van HaabsT| 
A. J. VAiT PbscH| A. Psicha en G. J. Dukbbhait. 
Oplossivg van J. D. R. Moll. 

Zij (Fig.3)ABC de regthoekige driehoek , waarin BE en AD de 
deell^nen en CF de loodlijn , en zq Toorts gegeven Inh. A ABC = / 
en Inh. A PQR = t. Trek dan CG ook naar hel midden van 
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12 WISKÜNSTIGE 

de overstaande zijde AB, en eindelijk nog de loodlija RH. Stel 
de zijden AC c= 2s, fiC = 2y , AB z= 2« en de loodlijn CF =/», 
dan is ƒ = 2*y =/)», #>+y> =«>, sp + y = |/(«> 4-p«), 

* — y = !/(«*— P«)- 

De gelijkvormige AA AHR en AFQ geven: 

AH : RH = AF : FQ, 

dat is: 

p[.-i/(.«-f«)3 

3_K(.»-/.») 
oit de gelijkforqiiige ^ A BHR en BFP verkrijgt men : 

BH : HR = BF : FP, 
of 

Na de noodige herleiding vindt men alzoo gemakkelijk: 

P, = «. - FQ = ^^!l=?i>. 

deze waarde nu met de helft van FU =: |F6 vermenigvuldigd , 
levert voor den inbond van A PQR op: 

*-ifA' -P)^ 8*' +p* 3(8.» +p*) ' 

Substifoeert men hierin p = -, zoo geeft zolks 

* — «^ 4(/-6.-) ' 
«aarait dan eindel^k volg(: 

AC = 2» = |/1(«» +ps)+y{s* —p%) 

Jl 4/+3.- ^'V fl 4/-h3» V 

BC = 2y = j^(a» +j»i) — »/(!* — ;)5) 

IX. V o o B 8 T E L. 
BOW J. BiSSiN. 

Op de zijden van eenen driehoek ABC «y» buiienwaaris vier- 
kanten beschreven ABDE, BCF6, GAHL, wier zijden DE, FG, 
HL genoegzaam verlengd een' tweeden driehoek PQR rormen. 



gitizedby Google 
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De dmU va» den om detm driehoek beschreven cirkel benevens 
de koeken f>an den ooreprankel^ken zijn gegeven. Men begeert 
de Mfden van leugistgenoèmden driehoek te, vinden^ 
Ofsilost door A. J. van Piscn, J. Bassak, A. Psicha en 

W. TAS HlARST. 

Oplo<sih« van A. J, vaü Pbsch. 
Z^ R de 0lraa1 van den cirLel om POR (in Fig. 4) beschreven 
en de hoeken van den driehoek ABC : a, /3, y, dan is (en 
eerste, omdat A ABC gelijkTormig met A PQR »«> 

PQ = 2R Sin y. 
Stel no AB = x, dan is ME =z s Cot et 
en DO = X Cot P, 
AC ar Sin p 



PM = 
QQ = 



Sin X Sin a Sin y 

BC X Sin et 

Sin (3 Sin ^ Siny ' 



£n dus 

^ ^ ^ f^Sin^ xSinx ^^^ 

x+ xCotüi -h jrCo/p-f-^; ^, h e- na- =2RSiny, 

SmaStny SinfiStny ' 

zoodat men , daar 

c^ ê = e- T- = Coty-^Cota. 

otn €L Stn y Sin « Sin y 

Sin a Sin(B + v) ^ ^ ^ 

« 77:—^ o. = - cv. 1 X = Cotp-^Coty is, 

Sinp Siny Sinfi Siny ^^ ' 

vindt : 

x{\ +2Cotx + 2Cotp + 2Coty) = 2RSiny, 

2RSiny 



AC = 
BC = 



1 -1- 2Cotet -f 2Co/(3 -h 2Coty ' 
2RSin^ 

iT^iCotit + 2CÖt^ + 2CÖiy ' 
2RSinx 



1 4- 2CotoL 4- 2Cot^ -H 2Coty * 
Aashkekikg. Is de driehoek gelijkzijdig, zoo wordt a r= ^=:y 
= 600, bijgevolg AB = AC = BC = /jB(e — ï/^3); neemt men 
hem regtboekig aan in G, en daarenboven gelijkbeenig, zoo wordt 
« = p = 45o en 7 = 90, derhalve AB==ffi en AC=BC=}B|/'2, 
ia welk geval, daar alsdan PQ =: 2ü, men bevindt dat A ABC 
eeo v^fentvintigsle deel van A PQR is. 
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14 WISKÜNSTIGE 

X. YoOBSTtl. 

Door J. BiS9A!r. 

Eene fneetkunaUge evenredigheid te vinden zoodanig dai de 
som der termen een driehoekig getal ^ die der beide eerste een 
vierkant en die der beide laatste een vij [hoekig getal z^, tertoifi 
bovendien gevorderd wordt dat de laatstgenoemde veelhoeken ge^ 
lijken icortel hebben. 

Opgelost door W. var Haarst, J. Bassan, G. J. Dijkbemah 
en J. D. R. Holl. 

Oplossing van W. tah Raakst. 

Daar de som der termea een driehoekig, de som der beide 
eerste een vierkant en die der beide laatste een vijf hoekig getal 
zijn moet, komt het er alleen op aan een driehoekig getal te 
vinden y dat bestaat uit de som van een vierkanten een vijfhoekifr 
getal van denzelfden wortel. Dat is: 

n + g— 2 

zal een driehoekig getal moeten worden. Daartoe stellen wij 
ft(5n — 1) = m(m+l)> en n oplossende, vinden wij 

''- ÏÖ ' 

of, hierin w=z:i(y -* 1) stellende, 

"=—10 • 

De tweede term in den teller zal das niet slechts rafionaal moeten 
worden, maar tevens een getal moeten opleveren, dat op 9 uit- 
gaat, daar anders n geen geheele waarde zal kannen verkrijgen. 
Zij dan 5y* — 4 = (lOjr +9)» z= IOOjf* + I80s -H 81 , 
dan is y * = 20s* + 36a? -f- 17 of y = |/(20j?« + 36x + 17). 
Men zal das voor s zalke geheele getallen moeten vinden, dat y 
rafionaal wordt, en dewijl in dat geval y steeds eene onevene 
waarde verkrijgt, zullen m en n daardoor beide geheele getallen 
worden. Daartoe volgen wij de handelwijze van ëdlkr (zie zijne 
Algebra, Il^« Deel, ^^92 en 93) (*), om nit een bekend geval 

(*) Het is den Loser, die welligt Euua's Algebra niet ter hand heeft, 
gewis niet ongevallig met een enkel woord aan dio handel wijie herin- 
nerd te worden. Zij komt hierop neder: Van de vergelijking 

ax^ + Jar + c = y* 
is hekend , dat de geheele positieve waarden x = ƒ, y = ^ xe tot 
identiteit brengen, lOQdat men heeft a/^ + 6/ f c £= g^. 
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aDdcre af te leiden, zooveel men verkiest. Hel valt ligt io 

het oog, dat, voor ar =: 2, y = 13 wordt. Daar voorla ia 

/?» z= 20g* -h 1 voor ^ = 2 , p = 9 wordt, zoo zijn de hulpvcr- 

gelgkingen * z= 36^ -|- 161 ƒ + 144 en y = 161^ + 720/-t- 648, 

waardoor wij acbtervolgena vinden 

s =f = 2,934,301034, enz. 

y = g = 13,4181, 1346269, enz. 

en daardoor is n =z 3,935,301035, enz. 

en m = 6,2090,673134, eaz. 

Nemen wij na voor de evenredigheid 

. »{3n— 1) 
a : fi* — a =z c : — — ' — c, 

dan naoel -' — oc = en» — ac zijn, 

dat is 3a»* — an ==i 2cfi* of San — a = 2cn en dus 



De laaUte vergelijkiog van de ecrate aftrekkende, verkrijgt men: 
«(** — D + *{* -/) = y* — ff\ 
of ^ (x - ƒ) {ax t af + i) =r (y ~ ^) (y + ^), 

en beide leden met pq irermenigvaldigeade : 

«(* — /) («* + fl/+ ^) = /V(y — ^) (y + ^), 
neem nu CaMchen x en y zoodanige betrekking aan, dat 

p[T — /)=? gly — ^), 
dan if ook 9 {«* + ^ + ^) ^ p (y + ^). 

Uit dese beide Tergelijkingen laten zich ▼oort» ;r en y oplossen, waar- 
voor men Tindt : 

_ («9* +_P*)^ ^ofpq hpq 

aq^-^ p^ aq^ — p^ aij* — p^' 

Kent men aUnog twee waarden p en g die aan de Tergeltjking 

p^=saq* -f 1 voldoen , zoo zal de tabstitutie daarvan aq^ ^« =s — 1 

doen worden en de gebrokens rerdwijnen in de uitdrukkingen voor 'x 
en y, die na den Torm erlangen 

* r= — %pq^ + (aq^ + p^)/ + «^*, . 
y = — (ö^* + p«)^ + la/pq + ip^r. 
Bovendien is het onverschillig welk teelten men aan g gelieft te ge- 
ven , d«ar in de vergelijking a/^ f h/ f c c= ^a, ^ alleen in het vier- 
kant voorkomt. Men heeft alioo per slot: 

s = 2pqff + {aq* + p»)/ + i^*, 

y =S {fl^» + p«)^ 4- Zn/pg + Jpy, 

die werkelijk instemmen met de boven gebezigde hulp vergelijkingen, als 
men a «= »), 5 =ss 36, p == 9, ^ s=s 2 neemt. M. 
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16 WISKÜNSTIGE 



fl(3n— i) 

c = w€zen. 

2n 



Stelt men derhalve a = 2bn, dao is c =z ^(.3n — l)j en de 
evenredigheid wordt 

2^ : n(n — 26) = 6(3ii— 1) : i(n— 26)(3n — 1). 
Voor elke bovengevondene waarde van n verkrijgt' inen alzoo 
cene reeks van evenredigheden die aan alle voorwaarden voldoen y 
als men aan b willekeurige gehecle waarden geeR. Zoo heeft men 

voor n = 3, 6 :3 = 8: 4, en 6 + 3 = 3* , 8 + 4 = ^^, 

6x7 
6-h3 + 8-f-4 = — - — . Neemt meu n = 935 , dan ia voor 

h— 1 , 1870 : 872355 = 2804 : 1308066, 
h = 2 , 3740 : 870485 = 5608 : 1305262, 
6 = 3, 5610 : 868615 = 8412 : 1302458, cm. 

6 = 647 , 873290 : 935 = 1309468 : 1402. 

XI. VoOlSTIL. 

Door F. RoBFr. 
Men vrdagt den hoek ie bepalen, waaronder twee parabolen 
i>an gelijke parameters elkander sullen sntfden, bijaldien de oêsen 
Mtnenvallen, Tevens verlangt men de voorwaarde te kennen , 
onder welke die snijding regthoekig zijn zaL 

Opgelost door F. Uoeff , W. va.i Haabst, A. J. yah Pesgd 
en A. PsicoA. 

Oplossing van F. Robff. 
Nemen wij tot vergelijking van de ecne parabool 

y^ =p^ (1) 

en van de andere, daar zij gelijken parameier heeft en dezelfde 
as, maar de opening in tegengestelde rigttng, vermits anders geen 
snijding konde plaats grijpen , 

y* = -p{x-q) \2) 

Om de coördinaten te bepalen van het snijpunt dezer parabolen , 
moeten wij de verg. (1) en (2) oplossen, waardoor wij vinden 

«' = iq\n y' = ±iy^. .... (3) 
De vergelijking van eene )yn, die de eene parabool in een punt 

(m, n) raakt, is ny = ip{n + m) (4) 

(Zie Badoh Gbubbn, Hoog. Meetk., bl. 83), en de vergelijking 
der raakltjn aan de tweede parabool 

ny = ^\p{x + m — 2q) 7 (5) 
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BrtDgeo wg do in de ^ergg. (4) en (6) de waardeD ran m en 
n, <bt i* de waarden *an s' en y' ofer (lie >e^. S), zoo ver- 
liifgen wij roer de TergelijLingen der raakl^nen van bel tn^pant 
der parabolen, na eenige herleiding; 

* - "ar "^ "4~ 

y^^^^h:^ («) 

In deze Tergelij kingen hebben wij hei po8itie?e teeken van y 
uil verg. (3) gebraikt, hadden wij het negaliewe genooneq, 4an 
zonden de vergelijkingen der raaUijnen geweest sijn: 

, = + >^.-^ (7, 

Om den hoek te bepalen van twee snijdende lijnen , wier \erge- 

l^kiogen sijn y = as + b en y =i a's -^^ b', hebben wij, dien 

a — a' 

bock (p noemende, Tang = ;. 

l -^ aa 

Nn i. a = ^ en «' = - ^. Zie tergg. (8). 

Brengen wij deze waarden in Tamg (p over, dan komt er na 

herleiding: Tang Ó = -r ^. 

Hadden wij de waarden van a en a' oit vergg. (7) gebruikt, 
dan zonden wij gevonden hebben: 

«aardoor dua de hoek , die de beide raaklijnen maken , of waar- 
MMkr de parabolen elkander inllen anijden , bepaald is. 

Om nn de parabolen zoodanig te bepalen dat z^ elkancUr ondar 
ccoen regten hoek anij<ieny moei r<ifi^ :=z co zijn, dit aal dan 

plaats hebben , wanneer de noemer van ^ gelijk O wordt, 

2q—p 

^M 2^ — p = O, 

•f q = ip^ . 

Plaatsen wq dos den top van de tweede parabool op eenen afttand 

ip van den oorsprong der coördinaten , dat js , vaHen de bnnd* 

faoten in dkander, dan snqden de parabolen elkander regtboekig* 

1858-1863. B 
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XIL V00B6T1L. 
Door F. RotFF. 

Al$ mffi uit ten bepaald punt k tan eene van twee regt- 
hoekige coordinaatassen lijnen iD naar de andere as trekt; 
vervolgenê uit D loodlijnen W op kH oprigt van de lengie 
van AD, aoo wordt naar de meetkunstige plaats van hetpuni P 
gevraagd. 

Opgilost door W. vaii RAAist, k, Psicn*, J. viii dei fiotvtv, 
G. J. DfJKtBHAif en F. Robff. 

Oflo&8I96 van W. tan Haabst. 

Zij (Fig. 6) OA = a, Z. AOP = R, DP = AD, dan ia 
P eeo pant der meetkunstige plaat«. Stellen wij thans PQ = jp 
en 00 = y, 100 ii blijkbaar ^ DAO = L PI>Q. «" «jn 
derhalve de rcgtboekige driehoeken ADO en DPQ gelijk en gelijk* 
wmig, bijgevolg DO=PQ=«, OA = DQ=a en 0Q=0D-hDQ. 
Wi] hebben aixoo de vergelijking y = s-^a. Hen had echter 
odk DP' = AD kannen nemen , dan ware y :^ — s — a. De 
vergelijking der meetkonstige plaats is aUoo y= ib(' + A)> ^^^ 
twee regte lijnen aanwijst; y =r O geeft voor beide s = — a. 
Nemen wij dos BO = o, xoo is dit het snijpunt der beide lijnen. 
Voor # = O is y = ± o. Door OH r=r OM^ = a te nemen , 
zallen derhalve BH en BH' de bedoelde lijnen zijn, die met de 
at der # een hoek van ± 45^ maken. 

XIII. Yoobstbl. 
Door J. II. ScBaFEK. 

Men denke aich op eenig punt M van het oppervlak eens 
gegeven bols eene kracht ter waarde tan p op de vierkante 
eenheid van h^ oppervlak, en werkende onder een' standcas'igen 
hoek ^ met hare horiaoniale projectie , in een verticaal vlak , 
dai hodregt staat op het vlak , bepaald door het aangr^pings- 
punt H en de verticale middell^n van den bol. Als nu in dier 
voege 'Op al de punten van het bolvormig oppervlak krachten 
werken , waarin bestaat dan haar gezamenl^k termogen ? 

Onblost ffoor J. H. ScbSfeb, A. J. van Pisch en W. var 

ÜAABST. 

Oplossiiig tan J. H. ScoaFKB. 

Zg r de straal en O (zie Fig. 6) het middclpant van den Jjol. 

GZ, de verticale middellijn van den bol, nemen wij tevens tot 

eoordinaat-M aan, de beide overige zijn dan OX en OY. üit het 

punt H is eene loodlijn HH' neergelaten op liet horizontale vbk 
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XT, ni uit derzel?er voel wederom eeue loodlijn H'in op de a« 
01. OTereenkomstig de opgave is M'N, eene lijn nit H'J^OH^ 
gelro&ken, de projectie der kracht die op M werkt en vooronder- 
t<elt wordt met die projectie een hoek | te maken. Noem voorta 
de hoeken XOM' en ZOU respectievelijk en i^. De coördinaten 
fan het pont H ^jn alsdan: 

s= Om =0W Cat(p=:rSin^Co9^. . . . (l) 
y = Wm = OW Sin(p = rSin^Sin0. . . . (2) 

« = B!M' = rCoi> (3) 

Laat voorla a, |3| y de hoeken sijn die de rigting der kracht 
maakt met de coördinaat-assen OX, OT en OZ, dan kan men 
ligtel^k de waarden dier hoeken bepalen, ala men nit O eene lijn 
OP' trekt, evenwijdig aan MP en door P' en X', P' en Y, P' en 
Z groote cirkelbogen beschrijft; blijkbaar is 

(k>êm = — CoêVrL'z=: — Ca$V'q x Co$QI.' 

=:z — Cos^Sin0 (4) 

Cosfiz=zCoê9'Y — Coê9'Q X (7osQY = CmJ(7os0(6) 

Coêy z=z CasV'Z zrz Sin ^ (6) 

Nog ontbreekt ons het element der oppervlakken, waarmede p 
moet vermenigTnldigd worden, om eene nifdrnkkiog te hebben 
voor de grootte der kracht die op eenig pnnt M werkt. Merken 
ve dit zelve aan als gemeen aan eeo parallel- en mcridiaancirkel , 
too hebben we slechts het prodoct van beider diiFerentialen te 
nemen in zoodanig punt , dat ia r Sin ^d^Xrd^^ zoodat er voor 

de kracht komt: P = pr* Sin 4^ djf tkp (7) 

Bedienen we ons thans van de bekende fbrmoles uit de Meeba- 
nies, in J. P. Dilmat's Beginêüen dmr Statica, $ 122 b^'v. te 
vinden, integrerende voor i{> tosschen de limieten O en w en voor 
$ van O tot 29r, dan vinden we: 

X=ZPCoên = (8) 

r = £POw(5 = 0. . (9) 

Zz=zt,PCo9Y=ipr^ Sin !^J Sin ^ c^^ƒ^ 

N O O 

= ikxT^pSin!^ (10) 

L=£P(yCofy — «Co*(3)=:0 (11) 

Jlf = SP(«Cbf tf — jfCbsy) = (12) 

N ='ZP{xCoë^—y Co8 «) 

= pr» Co9 ij'^'sin > ^ d^J^i^ = x^r^p Cos f .(13) 

o o 

B 2 
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Het geiamenigk fermogen der bevatte krachten bestaat daa in 
eene enkele resaltante in de rigting der as OZ en in een resul- 
terend koppel om diezelfde as. De eerste nilkomst liet zich v^ei 
haast vooraf bepalen , daar toch het geheele oppervlak van den 
bol gelijk is aan 49rr* en op elke vlakte-ecnheid van den bol, in 
de rip,tiDg der as OZ , de kracht pSin^ werkt. Wat do waarde 
varn het koppel aangaat, ook van de juistheid daarvan kan men 
zieh nog op andere wijze overtoigen. Immers, aan den omtrek 
van iederen prallelcirkel werken de horizontale ontbondenen in de 
rigting der raaklijneo, en geven das te zamen een koppel, voor de 
parallel door M' bijv., waarvan de straal is 

ter waarde van 

2K(r»~««) X -^^^ ' Xpdmdn Cti^ = 2x{f^^M^)pdnCoê^, 

als dm en dn respectievelijk de differentialen van parallel eo 

meridiaan voorstellen. Maar duz:zi . 

rds 
bijgevolg dn = ^(rfi»» + J«>) = --_ -. j 

zoodat men voor de f om der koppels over den geheelen bol vindt 

A^ = 2 X 2wrp Cos ^Jdz]y{r* — ««) 

o 

uiits men hierin s van O tot r neme, dos 
= 2x23r7>C!wgXi«rr* 
= tV»;)Cos|. 

XIV. V o R S T B I.. 
Door L« HoEF.VAGBL. 

De regte hoek van een regthoekigen driehoek ABC is in drie 
gelijke doelen verdeeld door lijnen die de hypoienuee AC f» D 
en E ontmoeten. Indien nu het iniddehte deel der echuinsche 
js0de met het verschü der deeUynen gegeven ie, wil men daaruit 
den driehoek zoo door berekening ah door tonetructie bepalen. 

Opgilost door J. yaw dbr Uobvbit, W. vas Hairsi, l. Hosf- 

1IA6BL en G. J. DlJKBSlAN. 

OnossiRG rofi J. vak oan Hobvbn. 
Zij, Fig. 7, BD = ƒ), BE = g, DE = « en p - y = A, 
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toertt BC = jp, AB = y en AG 3^ S| aio Itteb «eb de in- 
houien der drielioekeii C6D eo ABE elLe onder twee gedaanten 
fwmleUcn , te weteu : 

ACBD= iBCBD SinCBD = iBG. RE SifiCBE + iBD.BE SinWi, 
AAfiE=iiB.BE5^iBE = iAB.BD A'nABD +iBD JE&nDBE, 
«Baroil men, wmits Sin SO^ =: 4 en Sin 60° = il/i, de 
fergelgkiogen verkrijgt: 

|wr|/3 = gs 4- pg, zoodut s = _ ,. . (10 



„l^i =jnf-tpqf «n y = -7^-^— ,• • • (U) 



Pk^3 — q 

Pi 
qi/^ — p 



Ycrder heeft men uit den driehoek BDE: 

DE* = BD* + B£^ — 2BD.DE.Cot DBE, 
dstU a» =p« + g*--. 2pg.4|/3 =p» + 9* — pgk^3, 
biccaf b* = {p—q)^ =p>4-^* — 2pg, 

dan«terM=^l^=-^=(a« - A«) (2 -H k^3).. . (2) 

iS — l/o 

loodat 

p = i((|/6+|^M4«*— **(2 + »^3)] + 26}, . (3.) 

q = i {(>^ + »^)K*»* - ** (2 + 1^3)] — 2A} . (3b) 
en door «ttbslilalie^dexer waarden in (1): 

2[a*—b*)(2 + yi) 

'~K[8«* — 2** (2 + |/3)] + * (i/'S -h 1) 

(a«-,ft«)(2-t.»^3){|48a*— 2A«(2+»^3)]^*(t/^8+l)} .^. 

— 2[2a*-**(2+K3)] ' 
2{a* — h*){2+vS) 

^~y[8»* — 2i» (2 + ^^3)] _ i (^/3 H- 1) 

(a«— 6«)(2+|/3)(V[8«*-2*'(2+»^3)34*(t^3-H)} 

— 2 [2a» -6» (2 +1/3)] '*^ 
/ , ^ t^ 2a(a«-t»)(2 + l/3) 

^ * 2a'-^i|/ {(48*-t»(2 +t/3)3(2H-|/3)} .^^ 

"V* =*'"^-=y= 2i.*-tM2 + k3) ^•'' 

B 3 
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Is /9 = 9 en dus b=iO, dan wordt # = y = |a (|/^6 + 2|^) 
en « == a (2 + |/^3). Staat de eene decllijn loodregt op de hypo- 
tenose, zoo wordt & = o (2 ^ |/^3) en dan \» 9Z=2a, yz=z 2a|/^3 
en s = 4a. 

Daar de liuek DFE , in geval men BF = BE maakt , blijkbaar 
gelijk i's aan 105^ , en deice hoek , als het sopplement van het 
haUe sopplernent van het derde eens regten hoeks, meetkanatig 
gemakkelijk wordt verk regen, zoo komt deconstructie eenvoudig 
hierop neder : dat men op het stuk DE = a etn cirkelsegment 
beschrijft hetwelk dien hoek bevat , aan dcszclfs omtrek , van D 
af bijv. , ecrie koorde DF uitzüt gelijk aan het gegeven verschil 
BD — BS = ó, voorts van het verlengde FB fiier koorde de opstaande 
zijde maakt van een gelijkbeenigen driehoek EFB, welks top alsdan 
het regte hoekpunt van den gevraagden driehoek oplevert, dkn 
men vcrvolgf^us ligtelijk voltooit. 

XV, Voorstel. 
Door VV. VAH Gig en. 

ff'ordt naar het bew^'s gevraagd der beide volgende in 
Ddhaui's Codrs de M^canique, T. I. p. 179 voorkomende 
etellingen: 

1^. Het verechil van de vierkanten der afstanden van het 
middelpunt tot twee corresponderende punten tan een paar 
homofocale ellipsoïden is standvastig, 

2^. Het product van twee willekeurige stralen respectievelijk 
in beide ellipsoïden getrokken , nog vermenigvuldigd met de 
cosinus van hunnen hoek , is hetzelfde voor de stralen naar de 
corresponderende punten, 

Opoklost door W. vau Giocb en VV. viji Haakst. 
Oplossing van W. tav Gigcd. 

Onder corrcspOMderendc punten op twee ellipsoïden verstaat men 
zalke puulrn wier gelijknamige foÖrdinaten tot elkander in dezelfde 
verhouding staan als de assen waarmede zij evrnwijdig loopen. 
Zijn derhalve a, b, c óe nsxen der binnenste; z/, B, C die der 
buitenste ellipsoïde; x^ y, s de (?oordinatpn van een pont der 
eerste; JT, J', Z die van een punt der tweede ellipsoïde, dan 
zullen dit corresponderende punten zijn, indien 

As = aX, By = bF, Cz = cZ. 

Wordt aan twee dexer vergelijkingen voldaan, dan is zolks ook 
het K<sval voor de derde. Bovendien hebben we nu nog ^' — a' 
^ B^ — ^* HZ /^* — . c', .langrzirn de ellipsoïden homorocaal 
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z^o. BTomot men alsna R en r de afttaadAn van bet |«iiMeii- 
«Aappelijk middelpunt lot de paotcn (Jf, T, Z) en (#, jf, «). 
dan is baarbl^kelijk : 

a> i« 6» 



,,, .vjr» r» z«\ 



2*. Laat d» panten P en p' lot coürdlnalen hebben X, Y, Z\ 
y, y", b', dan zijn die der c(>rre*pon<ier«nde ponten p en P', 

Z' = «'^ Voor den hoek lasschen de stralen R tn r^ 
verkrqgen we on op grond eener bekende formnle : 

* ar- 

en iri«gelijl« voor den hoek^i|< luuchen de stralen R' en r 

Co,* = ^^j; , 

baefolg, omdat JT'jr = JCs'. Ty = Ty\ Z'z = Z«' is , 
Rf^Xoê^ = R'r.Co9^. 
XVI, Voorstil. 
/)oor G. F. W. Baibr. 
^ofi /e toonen, tonder gebruik te maken van de aigemeene 
theorie der oppervlakken van don tweeden graad: dat de regi* 
hoekige ooördinaai'VorgeUjking jry -f- ys + sy = O evn regi 
cirkelvormig kegehlak voortteü. 
Okiiost door G. F. W. Biini en W. ixn Haarst. 

OrLotsiso van G. F. W. Baedi. 
Vooreerst stelt de tei^lijking een kegeUIak voor, waarvan db 
•op in den oorsprong der cciördinalen ligt, omdat elke Ign, die 

9 = mz, y = na, 
tot tergeKjkingcn YieeO, geheel op bet oppervlak lal liggen, mif» 
«lechts m en it voldoen aan de voorw^iarde 
mn -I- n -f- wi =r o. 
B 4 



gitizedby Google 



24 WISKUIISTIGE 

NetpDt OMD na, un dm top af, gelqke ttukkca e op de 
ribbeBi dan voldoen de eooidinalen van de otteiodett deier atnkkeo 
aan de vergdilking 

** 4- y» H- «» = cS 
c(, als mên bq dexe het dobbel der vergiiltjking #y +y« + sr = O 
optehi en ott de beide ledeo der fom den twcede-magfswortel 
(lekt, aan de vei|;elijking 

* + y 4- » = c, 

die een vlak fOoniCeUj de nileinden van eveo lange ribstakken , 
▼an den top af gerekend , liggen doi in één en bedelfde vlak, 
en bijgevolg in eenen cirkelomtrek , waaroit volgt, da^ de kegel 
eirkelvormig regt is, en dat zijne as, dewijl zij lood regt staat opliet 
vlak dat door de laaUte vergelijking wordt voorgesteld, tut verge- 
lijkingen heeft « = «1 y = a» 

Volgens eeoe bekende formule is de cosinOs van den hoek )uft- 
schen eene willekeorige beschrijvende lijn s == ma, y = ns, 
en de lijn # = a, y = «^ 

W -h II -h 1 
^/(m»+ »«+ l)|/3' 
maar, tengevolge van de voorwaarde waaraan m en n moeten 
voldoen, opdat de vergel^kingen s = ma, y r=: na inderdaad 
eene beschrijvende lijn voorstellen, beeft men ook 

m*+ n>+ 1 =(m + n + \)\ 
waardoor de waarde van gezegde oosinas wordt 

alle beschrijvende lijnen maken dos dènzelfden htick met de 
lijn SP = s = y, waaroit op nieuw volgt dat het kcgeKlak 
ciiiefvormig regt, en gezegde lijn zijne as is. Ook zullen de * 
coordinaat-assen drie ribben van den kegel zijn. 

XVII. V o o a S T B L. 
Door H. VAK Blakkis. 
Men begeert met een paster, Monder Uneaal ie gebruiken, het 
vlak van een cirkel, welke midde^mnl niet gegeven ta, in de 
uiterete en middelete reden te verdeelen; voorte elk deel wederom 
in de uiterste en middelste reden, en wel soo, dat de twee laatste 
deeli^nen gel^k Mijn aan de stukken der eerste deeU^'n , alsook 
des» in ds uiterste en middelste reden verdeeld is. 
Opoklost door H. via BLA:«Kiir. 
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OfLosAiao 9tm BL ^ah Buüksii. 
iib Beo de middellgn AB eent cirkcU AHBI (Fig. 8) in twee 
deefen AC en BC verdeelt, en vervolgens boven AC den liaivea 
ciriel ADC en beneden BC den halten cirkel CEB beiehrijfty den 
wordt het vlak des cirkels AHBI door de kromme lijn ADCRfi 
IR twee deelen verdeeld , die tot elkander staan als AC tot BC. 

Want als men beide leden der vergelijking AB = AC4-BClot 
de tweede magt TcrheA, vindt men gemakkelijk 
AB» ■+- AG» — BC» = 2AC x AB 
AB»— AC« + BC» = 2BCxABj 
aerkalve AB» + AC» — BC» ; AB» — AC» + BC» = \C : BC. 

Vennenigvnldigt men de termen der eersle reden tnn deze even- 
redigbeid met '|sr , dan blijkt terstond de waarheid van bet gestelde 
Is na de middellijn AB in het pant G in de uiterste en middelste 
reden verdeeld, dan wordt het vlak van den cirkel AHBI door de 
deellijn ADCEB evenieer in de uiterste en middelste reden verdeeld* 

Men bespeurt verder gemakkelijk, dat de cirkel BFCE, die 
het grootste deel BC tot middellqn heeft, gelijk is aan het kleinste 
deel vao den cirkel AHBI, wanneer deze in de uiterste en mid« 
delste reden wordt verdeeld. Want uit de evenredigheid 

AB:BC =BC:AC, 
voljt AB»:BC» = AB:AC. 

Vermenigvuldigt men de termen der eerste reden deser even- 
redigheid met ^Tf dan blijkt de waarheid van het gestelde. 

Als men bet kleinste deel eener grootheid die in de uiterste 
en middelste reden is verdeeld , = a steil , bet grootste deel = b 
€n bet verschil der deelen b — a = e, dan sal, zoo men b in 
de uiterste en middelste reden verdeelt, bet grootste doel = a 
en het kleinste =r: t; zijn, en zoo men a in de uiterste en mid- 
delste reden verdeelt , dan zal bet grootste deel = r en het 
kleinste =za — v zijn. Want uit de evenredigheid 

a: bz=,bia+b 
heeft men achlervolgens vz a^:za:b 
a — r : t^ = f? : a« 

Neemt «en nu in aaumeiiing, dat de deellijn ADCEB den 
cirkel AHBI in de uiterste en middelste reden verdeelt, en dat de 
cirkd CFBE gel^k is aan het kleinste deel, dan ziet men, dat 
het grootste deel door den boog CFB weder in de uiterste en 
mtddeltte reden wordt verdeeld. 

B 5 
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Het deel ADCFBB is blijUMiar gelijk aan AGCEBI; hierait 
volgt, dat ADCEBI door deo boog AGG ook in de aiterite en 
mïddeltte reden wordt verdeeld. Daar verder de bogen ADC en 
C£B tot elkander slaan ala AC tot BC, zoo Tolgt hierait, dat de 
deellijn ADCEB in het pont C in de aitenle en niiddelate redeo 
ia verdeeld, en dat de stukken ADC en CEB gelijk zijn aan de 
tweede deellijnen AGC en CFB. 

Uit deze beschoowingen blijkt, dat aan de vraag zal voldaan 
worden I wanneer men eene middellijn des gegeven cirkels in de 
nitersie en middelste reden verdeelt, en op elk deel als middellijn 
eenen cirkel beschrijft; het komt er dus slechts op aan deze 
bewerkingen te volbrengen, zonder van een lineaal gebroik te 
maken. 

De lengte van den straal eens cirkelboogs ABC (Fig. 9} kan, 
londer een lineaal te gebruiken, op de volgende wijze gevonden 
worden : 

Zet het eene been des passers in cenig punt B van den cirkri- 
boog ABC , en bei^chrijf eenen cirkel AFC , die den cirkclboog in 
A en C doorsnijdt. 2^t, bij A beginnende^ de gebruikte opening 
des passers driemaal langs den omtrek des cirkels uit, dan wordt 
blijkbaar het pont D gevonden, dat met A en B in dezelfde 
regte lijn is gelegen. Beschrijf nit de punten B eo D, met den 
afstand CD, cirkelboogjes, welke elkander in E doorsnijden. Beschrijf 
vervolgens uit het pont E, met dezelfde opening des pnssers, een 
boogje, dat den cirkel AFD in F doorsnijdt, dan is de afstand 
AF gelijk aan den straal van den cirkel boog ABC. 

Want daar BD = BF en DE = EF is, zoo is L DBF = 
2 L DBEj maar L DBF is ook = /. BAF + L BFA :i=: 
2 L BAF, bijgevolg is Z. DBE = ^ BAF; de gelijkbeenige 
driehoeken DBE en ABF zijn dns gelijkvormig, flieruit vnl«^t He 
evenredigheid , 

DEiAB = BD:AF. 
of, omdat DE = DC en BD = AB is , 

DC:AB = AB:AF. 

De koorde AB Im middenevenredig tossclien den pijl BG des booga 
ABC en de middellijn des cirkels. De pijl BG is blijkbaar = |DC ; 
dos is AB middmcvenredig tosschan \DC en de miildellijn, en 
bfjgevol,; ook to8«chen DC en den straal. Daar wij no boven 
gevonden hebben, dat AB middeneveoredig is tusschen DC en AF, 
zoo moet AF gf'lijk zijn aan drn straal des hoogs ABC. 
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WiBoeer owq op deze wijze dea straal vao den gegefeo eirkel 
liccft gcTooden , dan behoeft men blijkbaar ^ om twee pnnten k 
en B te terkr^gen die op de niteindeo van dezelfde middellijn 
gelegcQ z^n, den strnal slechts driemnsl langs den omtrek oit te 
vtten. 

Om nn «erder hel pont G te bepalen, alwaar de afstand AB 
(Fig. 10) in de uiterste en middelste reden wordt verdeeld, beschrijve 
men uit B met den afstand AB ecncn cirkel, en zette, bij A 
beginnende, de gebruikte opening des *pa8sers langs den omtrek 
uit, wa:irdoor inrn de punten A, D, E, F, G en H verkrijgt, die 
den omtrek in zes golijke di*elen rerdeelen. Vervolg»?ns beMshriJTe 
men nil de punten A en F, met A£ = FD als si mal , ctrkel- 
boogjes, welke elkander in K snijden. Eindelijk bfschrijve men 
nit de punten E en 6 , met den afstand BR, cirkelboo^tfjes, welke 
elkander in C doorsnijden. Dit snijpunt G zal met A en B in 
dezelfde regte lijn liggen en den afstand AB in de uiterste en 
middelste reden verdeelen. 

Want nit de bewerking Yolgt , dat AF eene middelltjn des 
rirkels ADF is, en de koorde EG in eenig pont I reglhoekig 
doorsniylt; de lijn GI staat ook loodregt op het midden Tsn de 
koorde EG; bijgevolg ligt het punt C in de middellijn AF. 

Diaar na AK = AE = AB^S is, zoo moet BK = ABk2 zijn. In 
den rrgtboekigen driehoek CEl heeft men dos GE r= BK = AB^ 
en El = |AB^3; hieruit vindt men GI = iKBy6, BG = iAB X 
(— I 4- Kö) en AC = i AB X (S — 1/6), Het is bekend , dat 
dit joist de waarden zijn der deelen, als de lijn AB in de 
uiterste en middelste reden is verdeeld. 

Om de cirkels te kunnen beschrijven welke AG en BG tot 
niiddellijn hebben , dient men vooraf de punten te bepalen, welke 
juist op het midden iusschen A en G, en tnsscheu B en C gelegen 
zijn. Het zal hier voldoende zijn aan te toonen, hoe men in het 
algemeen het punt kan vinden, dat midden tusschen twee gegeven 
punfen A en B (Fig. II) gelegen is. 

Beschrijf nit B, met den afstand AB, eenen cirkel, en zet 
iiarop, bi| A beginnende, de gebruikte opening des passers drie* 
maal uil tot aan het pont C. Trek vervolgens uit A en G, met' 
deitVde opening des passers, de bogen BE en BD , en dan met 
Heo afstand AC de hogen CD en AE, die de voorgaande bogen 
in I) en E doorsnijden. Trek eindelijk oit C , niet den afstand 
DE «Il «tra tl, e^'nrn cirUlboog, die den uit E met AE als straal 
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lieaehreven boog in F doortotjdt, dan zal het punt F juist op liet 
midden van AB zijn gelegen. 

Immers uit de bewerking volgt, dat DE e?enwijdig moet zijn aan 
CA en ook aan CF; bijgevolg is het punt F gelegen op de lijn 
CA. De gelijkbcenige driehoeken ACE en AEF hebben' den boek 
A gemeen en zijn dos gelijkvormig. Daar na AE = -(AC is , zoo 
moet ook AF = ^AE =: |AB zijn. 

Wanneer men op deze wijze de ponten heeft bepaald, welke in 
Fig. 8 op bet midden tosschen de punten A en C, en tusschen de 
ponten B en C zijn gelegen, dan kan men dadelijk de cirkels besebrij- 
ven, die, zooals boven is aangetoond , aan al de voorwaarden der 
vraag voldoen. 

AiiiaERKiiiiaBir . 1^. Het verdient opmerking, dat de afstanden BK 
en fiC (Fig. 10) respectievelijk de zijden zijn van den regelmatigen 
vierhoek en lienhoek, beschreven in den cirkel ADF: de bewer- 
king leert dus ook met een passer, zonder lincaal te gebruiken, 
den omtrek eens cirkels in vier en tien gelijke deelen te vcrdeelen, 

2^. Bij de opgegevene bewerking, om den straai eens cirkel- 
boogs ABC (Fig. 9) te bepalen, mag DC niet kleiner zijn dan de 
helft van DB en bijgevolg de koorde AB niet kleiner dan de helft 
van den gevraagden straal. Wanneer, zooals in hel behandelde 
voorstel I da geheele omtrek grgeveo is, kan men de koorde AB 
ligt groot genoeg oemen; het komt mij echter niet onbrlangrijk 
voor, hier nog kortdijk aan te wijzen, hoe men met eencn passer 
den straal eens cirkcihoogs bt*palcn kan , als die bo<jg Ie klein is 
om de voorgaande bewerking te kunnen aanwenden. 

Vooraf dient men op te merken , dal het gemakkelijL is ccncn 
alstand te vinden , die gelijk is aan tweemaal eeorn gegcfrn 
afstand AB. Men lichoeft daartoe sIitIiIs uit B, zie Fig. 11 
met AB als straal eenen cirkel te trekken , en langs den omtrek , 
bij A beginnende, den straal driemaal uit te zetten, waardoor mrn 
«eo pont C vcrkiij{{l, zoo dat AC=:2xAB is. Befchiijit men 
nu verder uit C rnrt CB als straal eenen cirkel, en zet men, 
by B Iieginncndt' . <!• u straal driemaal lings den omtrek uil, ilan 
vindt men een [nul D, zoo dat AD=3xAB iê. Op deze ^ijie 
voortgaande kan men, als n eenig geheel getal is, eenen afaland 
Tioden = n X AB. 

\ê nu in Fig. 9 de lijn DC kleiner dnn de helft van DB, 
dan bopale men eenen afstand =fixDC, die grooler is dan de 
helft van DB. Mei dvivn nf^tand besclirijve men uit B en D 
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ctrk<ifeog|Vs die dkander in E doorsnijden , en vervol^i:n» uit 
E, net dezelfde openiog des passers, een boogje, dat deo cirkel 
ATB in F doorsnijdt, £in(lelij|c bepale men eenen afstand , die 
ffi^k it aan n X niaal de koorde AF» dan <al die afstand gelijk 
i^n aan deo stmal iran den booj ABC. 

Want ait de geüjkvurnii^e drii hoeken DBE en ABF heeft men 
de e\enredi«lipid x. 

DE:AB = BDIAF 
of, omdat DE = ft X DC en BD z=: \B is, 

nxDC;AB = AB:AFj 
dos ook DG : AB = AB : fi X AF. 

Üit dexe laatste evenredigheid kan men, evenals boven, beslaiten, 
dat ft X AF gel^k is aan den straal van den boog ABC. 

3^. Men ziet ligt, dat de gebezigde eigenschap des cirkels ook 
op andere figuren, ilie duor eene as in twee gelijke en gelijk- 
Tonnige deelen verdeeld kunnen worden, toepasselijk l». Wanneer 
men dus, bijvoorbeeld, de groote of kleine as cener ellip in de 
oiterste en mid^felste reden verdeelt, en op de deelen ellipsen 
bescfar^ft welke met de geheele ellips gelijkvormig zijn, dan zal 
Ket vlak der ellips in de uiterste en middelste reden verdeeld 
vorden« eo elk deel nog weder in de oiterste en middelste reden, 
lerw^l de som der doellijnen gelijk zal zijn aan den omtrek der 

geheele ellips. 

XVIil. Voorstel. 
Door H. ScBipPER. 
JT'ordt gevraagd naar de volkomen integraal van 

Sin <P Boog Cot [yCo8 (p) d(p, 
OFGtLosT door U. ScBipp&a. 

Oplo8s:ii6 van H. Scdippeb, 
Differentieren wij Cos^ Boog Col (^i/Cos (p) , zoo vinden wij 
daarvoor 

— Sin^ Boog Cot{yCoê^) -+- (7os(^rf.Boog Coi[\/Co$^) 
of 
if'is^Boog Cai(yCo$(p)d(p = — d.Coatp Boog Co/ (kCos $) 

+ Cos (^rf. Boog Cot{yCa9^) 
eo 

Sin 4> Boog Coi {{/Coe 0) d^ = — Coa ^ Boog Cai {\/Coê 0) 



f 



/' 



Cbtf^i.Boog CQi{\/Coe^) (1) 

SCelt men na in deze laatste integraal \/Coê^ = s 
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en Jus Coê^ = «*, zoo \t (/.Boog Col {l^^ Cos 0)=. — 

1 4- ^ 

bijfjevol-; * 

= — |/Cö«^ -h Boog Tang {y Cos ^) 
en derhnlve 

y Au ^ Boog Cöf (|/C7o« 0) c/0 = — Co* 4) Biwj Co^ {y^Cos <p) 
4- Boog J<i»i^(ï/^Cö« 0) — ^/Co* 0. 

XIX. V o o B 8 T t' L. 

Door A. J. vjkif Pescu. 

^/i men wt^ cfe hoekpunten Tan een driehoek loodlijnen op 
de overstaande zijden laai vallen en de voeipunien demer lood- 
l^nen vereenigi, ontstaat er een andere dtiehoek. Men vraagt 
te bewijzen: dat de straal van den omgeschreven cirkel des eer- 
sten driehoeks dubbel moo groot is als de straal van den cirkel 
om den tweeden driehoek beschreven. 

Opgelost door W. vas Haarst, A. J. van ^escb en A. Psicha. 
Oplossiko van W. vah IJaahst. 

De clriekocLcn AEB en ADC, Fig. 12, zijn blijkbaar gelijkvormig, 

waaruit men de evenrcdinhnid afleidt AB : AC = AE : AD. 

De drielioekeD ABC cii AED hebben alzoo de twee zijden om den 

gpmcenschappelijken hoek A efenredig, en zijn ait dien boofde 

gelijkvormig, waaroit wederom volgt AB : AE = BC : DE = 

AE 
BC X *-^ = a Cos A . Geheel op dezelfde wijs overtnigt men 
AB 

zich van de gelijkvormigheid der AA ABC en FEC, ABC en FBD, 

waaraan men nnfleent /^ A = ^CFE .:= ^ BFD. Het blijkt 

dat L DFE = 180° — (CFÊ + BFD) = 180*» — 2A; en daaruit 

is DO het gestelde ligtelijk af te leiden. Immers het ia cvne 

bekende eigenschap van den driehoek dat de middcIHjn van den 

omgeschreven cirkel gelijk is aan den modalaS| dat is aan eene 

zijde gedeeld door de sinus van den legeooverstaanden hoek. Wij 

hebben alzoo, de middellijnen die het hier geldt d eu d' noemende : 

jf — P^ _ g'^<»A _ a _ 

~ Sin DFE ~ Sin 2A ~ ^SÏiTk ~ * 

XX'. VoORSTtt. 

Door C. J. Mattbes. 
Stellen w^ in een willekeurig riervlak de afstanden der dtie 
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parem orerêUtande ribben door J|, d^, d^^ en de tier hoogten , 
of loodl^nen uü de hoekpunten op de tegenover gelegen afvlakken 
neergelaten ^ door h^y A^, Ag, h^ toor ^ dan i$: 

1 J^ \_ _ J_ J_ J^ J^ 

il,« "*" rf,« "*" i/,> ~ A,« "^ A,> "^ A/ "*" A^«' 
Frage naar kei bewijê dezer eigentchap. 

OrctLosT door C. J. Mattoes en W. var Haab^t. 

OpLOSSIKG van C. J. lyATTIIBS. 

Noemen we, ¥i^, 13, de zijden der banis ABC van het Ie- 
traedrain ABCD : a, A, c, en derzclver oversta«iDde ribben AD, 
BD, CD : a^ ^, /. Ualvecico v^e voorn de zes ribben in de 
pnnfen L, M, ^f, L', M', N', en verbinden «e in eiken van de vier 
begrenzende driehoeken die halveeringspuotcn door regte lijnen , 
dan valt het in bet oog: dat MN // M'N' en beide = \a zijn , 
NL // N^' = Ib, UI II L'M' = ie, MN' // M'N = \a, 
NL' // N'L = Jp , LM' /lL'yiz=: \y. Er besUan alzoo in 
de fignor drie parallelograinmen , LML'M', HNM'N' en NLN'L', 
wier diagonalen, drie in aantal, LL', MM', NN' elkander in één 
pont O middendoordeelen; noemen we die drie diagonalen achter- 
volgens \l^ im, \n. Daar nu de som der vierkanten van de 
twee diag'tnalen eens parallelograms aan de som der vierkdnten 
op de zijden gelijk is^ loo heeft mrn 

/«H- «*>= 2(c» -4- y*) 

fa»-i-^n« = 2(fl*+ «') (1) 

ii*-h /> = 2{A«4- (3*). 
Duor twee dier vergelijkingen zamen op Ie lellen on van de 
•om de derde af' te trekken , verkrijgen we 

/» =(è» + p») + (c* H- y«) - («« H- «») 
*» =(c« + y») -H («• + «») - (i* + P') . . (2) 
n» = («» + «») + (i» + ?*) - (c» + y»). 
Haakt men voorts gebruik van eene bekende waardij voor den 
inhood eeos drielioekt in de zijden uitgedrukt, eo pant men die 
op den driehoek LMI^' (oe , velk* zijden rijn \l, \e, \y , üoo 
vindt men 
16(L1L')*= T8(2e*y*H- 2cW» + 2y«/» — e^ — y* -. /♦) 

= T% {^* [2(0» + >*) - n - (c* - y')«) 
= , ',[<««»- (e' -y«)»] 

= A {*«*>'* - [(«* + «*) - (** + P')]*)- (3) 

Daar nu AB // LH en CO // ML', zoo loopen AB en CD 

beide evenwqdig met het vlak van den driehoek LML', en ver- 
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mits Je lijn BC in L of wel kü in L'dour dat vlak middenduor- 
gedeeld wordt, it het klaar dat de twee lijnen AB en CD aan 
weerszijden op gelijken afstand staan van dat vlak , welke afstand 
das noodwendig de helft bedraagt van den afstand dg der lijnen 
c en X onderling. De driehoekige pyramiJe NLML' heeft das 
itjdien we A LUL' als hare basis aanmerken , blijkbaar ^d^ tot 
.hoogte. Geven wc haar A MNL' tot basis en L tot top , dan is 
het gemakkelijk in te zien , dat zij een achtstedeil uiimaakt van 
het gansche viervlak ABCD. Van /N BCD tocK is A MXL' het 
vienipdcel, en omdat de vlakken van beide AA evenwijdig zijn 
tri bovendien LM // AB en = ^AB is, zoo bedraagt de hoogte 
van pyr. LMNL' de helft van de hoogte van pyr. ABCD. Wij 
hebbfn derhalve 

; . irf, . A LML' = iABCD , 
waaruit volgt 

1 _ 16(LML')« 
c/,«~ 9(ABCD)^ 

^ 4cV» ^ [(g» + ««) - (^« 4- g«)]« 
144 (ABCD)* 
Ëfenioo moet men kunnen verkrijgen 

_1__ 4A«g»-[(c* + y')-(a*-h »*)]* 

</,«" 144 (ABCD)» 

_1 _ 4o««« — [{b* + (3«) -■ {e* -h y«)]« 

dt*~ 144(A.BCÜ)» 

De <om DU dezer drie waarden wordt na eene Jigle iicrieiding 
J_ 1 J_ _ [(BCD)» + (ACD)« -t- (AB1))« + (ABC)' 
d,^ ■•■ j,'» "^rf,* ~" 9(ABCÜ)» 

Aaitiikkiho. Dit den gang van bovenstaand bewijs blijkt 
tevens : dat , als men uit het pont C bijv. de lijn CO trekt en 
aan den kant van O tot C' verlengt, loo dat OC' =i GO, alsdan 
G en C' met L, H, N, L', M' en N' de hoekponten zijn van 
een parallelopipedam , welks inbond drie vierdedeelen van dien 
des tetraedrams ABCD bedraagt. Het spreekt van zelf, dat er 
nog drie andere dergelijke paralldopipedams bestaan, waarvan i 
behalve L, M, N, L', M' en N', A en A', B en B' of D en D' 
hoekpanten lijn. 
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XZI. Voobstil; 
Door W. TAS Haarst. 
A urplgkingen van de prqjediën eenê cirkeU ie bepalen, 
ek éU nm s^ne ae en de coMinaten van het midde^mni be" 
tercns de etraai gegeven %^n. 
Okuost door W, tah Haasst en A. J. taii Pbsch. 

OPLoflsiHfi van W. vah Haarst. 
Lut «I, ift, k de coördinaten Tan het middelpant zijn, dan 
moet ran de as« die door dit pnnt gaat, de projectie op bet 
ilak sy door het punt m, n en die op het Tlak s» door het pnnt 
m, k gaan, eo hare Tergel^Lingen zijn dienToIgens 

y — n = a{s — m) 
€0 M — * = b{x — m). 

Door alzoo de coördinaten van het middelpant alsmede a en i6 
TDor bekend aan te nemen, zijn het middelpunt en de aa gege- 
ven. Zg foorts r de straal des cirkels. Zoeken wij na de 
vergeiykiog van een Tlak, dat in het middelpant loodregt door 
de as gaat. Zg de vergelijking van dat vlak 

u^s + By + Cs+D = 0^ 
dan is de vergel^king van zijn doorgang met het vlak sy 

en tan dien met het vlak xm 

j1x+Cs + D=:iO, 
AD 

ofwel y = -5'-5 

A D 

Schrijven wij no de vergelijkingen van de projectiën der as onder 

den vorm y = as — ^m + n • 

en s = &s •— ^ + ib, 

dan moet, dew^l deze projectiën loodregt op de overeenkomstige 

d'XMgangen van het vlak moeten staan, a = -- en i& = -^, of 

A ^ 

^\ B = a^ en C = bA zijn. De vergelijking van het vlak 
vordt hierdoor ^ 

Ax + aAy -f- bAx-^ D = O, 
en daar het pnnt m, n^ k in dit vlak moet liggen, is 

^m + a ^n -+- ^ /f A + 1> = O , 
derhalve ia * — m + fl(y — fi) + &(8 — .^) =r O, 
1859--18e3. C 
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of s-i^ay + bMzzim + aH + bk. . . • V . (a) 

de ?erge]tjlio^ van het ylal waarin de cirkel is gelegen. Ver» 
beelden wg oni verder een bol welkf ttr^al r in, en die 
hetzelfde nüddelpnnt heeft alt de cirkel , dan ia detcelfs vergelqkio^ 
(s-in)*+(y-n)*-h(*-A)*=r». . . . (i>) 
en het is klaar, dat het gefonden vlak descn bol volgens deo 
gevraagden cirkel moet sngden, en dat alzoo de projecliën dezer 
doorsnede tevens die van den cirkel moeten zijn. Elimiperen wij 
alzoo beurtelings x, y en js tosschen (a) en (b), dan volgt ait 
de vergelijLing (a) 

s — « = — o(y — n)— i(« — *), 
dus 

(:r -^ m)» =: a»(y — n)« -h P(« — *)* + 2ai5(y — n) (a — it) 
en dit in (b) schrijvende, verkrijgt men 

(a*+l)(y-n)«+ (*>4-l)(*-*)*+2a%--#i)(«-it) = r» .(c) 
Op dezelfde vijze vindt men 

(a» + l)(ar-m)«+(«»+A«)(a— it)*+26(ar— m)(«-*)=a*r«.(d) 
en 

welLc de gevraagde vergelijkingen zijn. 

Voor a = O wordt .de as evenwijdig met het vlak S4. De 
drie projectiên zijn dan 

(y-«)*+(A* + l)(«-A)«=r«, 
bz=: —s+m-^bk 
en (A« 4- 1) (s — «)* + A*(y — ii)« = b*r\ 

Na is das de projectie op ss eene regte lijn. Evenzoo zal voor 
i z= Oy de as evenwijdig met sy, en de projectie op dit vlak 
mede eene regte lijn lijn, die ay ::= — ar 4- m -f- «n tot verge- 
lijking heefï. Is = en tevens i& = O, dan is de as 
evenwijdig met de as der s. De project iëo zijn dan 

(y — n)*+(s — it)*=r*, x = tn en s = m; 
die op SM en ary zijn dan regte lijnen, de eerste evenwijdig met 
de as der «, de tweede met die der y, terwijl die op y« een 
cirkel is. Is daarbij fiinzO, zoodat het middelpunt in y^ ligt, 
en de as loodreet daarop staat, dan ligt de cirkel mede in het 
vlak y» en zijn(r vergelijking in dat vlak is 

(y-«)»+(.-ft)»=r». 
Is na nog n = O en A = O , dan ligt de cirkel met zijn inid- 
delpont in den oorsprong, de as der s is zijne as en zijne 
vergelijking wordt y* + «* = r*. 
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XXII. VoOKSTKL. 

Hoor W. VAji Haaut. 

/• d» rmmie hegrepm iU8$ok9n de omtrekken ran twee eirkde, 
waarvan de een den ander inwendig aanraakt, kunnen wederom 
raakcirkelê gedacht worden; men vraagt naar de meMuneiige 
plaatê van derselver middelpunten. 

OrouosT door W* vah Haarit, J. Bassau, A. A. T. Lidiboib, 
L h TAB PucDy J. TAV DU HoivKR en R. R. LiT. 
Ofi^^siHG van W, tan Haarst. 

Laat O (Fig. 14) het gemeenichappelijk raakpant, H en m de mid- 
dcIpaoteOy OX de raaklijn in het pant O zijn. Deze laatste nemen 
wij looT e» der x en OY; die door de middelpunten en het 
nakpnnt gaat» voor die der y aan. Zg voorts P het middelpant 
co ^ = CP de strani van een der bedoelde raakcirkels, R de 
straal des grootsten en r die des kleinsten cirkels » en stellen wij 
PQ = y, OQ = mS = TP == #, dan is mP == r + f , 
Hm=j{— reuMP=r j{ — f^enwijhebben mP*=^mS* + PS*, 
datis(r+f)« = *« + (y — r)* en MP« = TP« + TM* , dat 
is (« — ()* = jp« + (y — Ry. Dit de eerste dezer Tergelijkin- 
gen Tolgt dan 

2rfH.f»=»*+y«-2ry (a) 

en oit de laatste 

— 2«f + f»=a?*+y»— 2«y; 
en, door de leden dezer vergelijking van de overeenkomstige der 
Torige af te trekken, verkrijgt men 

(«4.rX^ = (l2-r)y,zoodat f =z ^^» ii. 

Substitueren wij dit in de vergelijking (a), dan wordt zij 
2f(B— r) {R^ry 

of {R + r)*s*—4Rry{R + r^y), 

velke Tergelijkiog die eener ellips is. Stelt men 

aaawordl B-J-r — y = K« + r)— yj 

en dos (B + r)»»»=4Br{i{« + r)> — y,«}, 

littwell men kan tchrqveQ 

C 2 
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dat de middel puntsvepgclïjl ing der ellips Sa, waarvan i{R -|- r) ea 

y'Rr de halve assen lijo. Voor R=:^r wordt y,* =iR* — «*; 

de mectkonstigo plaats der roiddelponten wordt de cirkelomtrek 

zelf, immers de stralen der raakcirkels zijn alsdan allen gelijk nul. 

XXIII. V o o K 8 T B L. 

Door W. VAii Haarst. 

De navolgende vergelijking regtstreeks op te lossen: 

gi — IQgt 4. 20* — 6 = 0. 
Opgelost door W. vah Haarst , A. A. T. Leobbokr en A. J. 
VAR PsscH. 

Opióssirg rein W. vaü Haarst. 

In LoBATTO, Hoogere Algebra^ § 263, vinden wij 
Cos^ <^ _ I Cw» (^ H- 4gCos cp — j^^Cos 5$ = 0. . (a) 
Nemen wij nu de vergelijking ar' — ax^ 4-ijr — c= O, 
en stellen wij x = ny, dan is 

n»y« — a«*y" 4- *«y — c := O 

a bc 

en y* T y' ^ TV ï = ö* 

* n* ^ n* ^ n* 

Voorts kunnen wij n soodanig bepalen, dat — = — ^ en das 

n n 

ib 
n = i^ — iS| daardoor woidt de vergelijking: 
o 

^ ~ib^ ■*■ iöï^ ~ ÏW*" ^46 ~ 
Het blijkt derhalve , dat alle dergelijke vergelijkingen , waarin 
5b =: a* h, door middel van vergcl. (a) opgelost kunnen wor« 
den. De gegevene vergelijking behoort daartoe , en kan alzoo op 
deze wijze behandeld worden. Hier is n = 21/^2; door dus 
jr = 2y^2 te nemen , verkrijgen wij 

y* - i9* + z%y - ii,K2 = 0. 

Vergelijken wij deze cocfliciëoten met die van (a), dan zal blijk- 
baar y = Cos ^ worden , als wij t^(7os 64> = xIsK^ , dat is 
Cos 50 = 3^2 stellen, en dewijl Cos 50 == Cos {2n7r + 50) 
is, zoo vinden wij voor dtï vijf wortels van de gegevene vergel ij. 
king jTj tn 2i/2, Cos r= 2.77071 , 

r^ = 2i/2.Cos (72<^ -^ 0) = 0.31556, 
*, = 2v/2.Cos (I440 + <p) = — 2.57568, 
x^ = 2y2.Cos (216<^ + 0) = ^ 1.90742 
en jTj = 2]/2. Cos (288° + ^) = 1.39684. 



gitizedby Google 



OPGAVEN. NO. 22—24. 37 

XXIV. VOOBSTIL. 

Docf W. VAK Haabst. 
Eetulfde wordt verlangd als in het vorig vraagstuk , ten 
aansien van de vergel^king : 

jr» _ 12s* + 10*» — 1| = 0. 
Onblost door W. tas Haabst. 

Oplo88ih6 van W. vau Haabst. 
Ifitde fergcUjking Cm*^— JCi»»<^+/y Ca«^ — TVCiw6^= O 
(zie Torig Voorstel) volgt onmiddellijk 

Se€'(p^5See 54>Sec ^(p + 20 Sec50 Sec* 0-^16 Sech0 = 0. 
Stellen vij derhaWe in de vergelijkiDg 

s = iiy, dan if, na deeling door n*, 

ia b 
vaarin w^ n loodanig kannen bepalen, dat — ^^ ~ ^^ ^^* 

n = |/-- zn. Daardoor wordt 
4a 

« . 4a . ^ . ^4a 16a*c ^4a ^ 

De hqiondere klasse van vergelijkingen, die, door onze goniome- 
trische vei^lijking op te lossen zijn, moet voldoen aan de 

b* 

voorwaarde dat c = -^ U, terwijl voor a en £ alsdan wille- 
oa 

kenrige coëfficiënten genomen kannen worden. Als men dan 

4a 
&c5^=:^a^-jr- neemt, zal blijkbaar y= 8ec(P worden. De 

gegefene vergelijking s* — 12«* + ^Os* — If = O heeft den 
vereiaehten vorm en voldoet aan de bijasondcro voorwaarde^' want 

1» — g^^- Hier is dan II = 4>^30 = 0.4664355 en 

&c 60 1=1^^30, das Cos 50 = j^k'SO = 0.10018 j 

kqgcfolg 5V = 79<>2' 12' en == 15o48'26V Daar voorts 
SecS^ — 8ee{2nx + 6<P) en das &c 50 = 5ec 5(72o + 0) 
= &c 6{144o + 0) = &c5(21öo+0) = ^ec 5(288^ + 0) 
is> zoo zullen wij voor de vijf wortels van de vergelijking in y 
binden 

C 3 
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yi=See<P=z See 16»48'26'= 1.03830, 

y ,=&o (72» +<p) = Ste 87«» 48 ' 26' = 26.1367 , 

yi=&o(144«*^)=-&e(36«-^)=-&c20oil'34^=-1.0e548, 

y»=&o(2I6*t<^)=-&c(36<'-<^)=-&c51o48'26»=-1.6173I, 

y,=&e(288*t^) = .Siw(72«»_^) = &o5e«>ll'34' = 1.70726, 

en TermiU «=riiy = — 3^1/^30 = 0.4564355y it, zoo zijn de 
IZ 

wortelt der gege?ene veiselijking 4, ^0.47436, », = 11.92926, 

*, = — 0.48632, *» = — 0.73819 en *, = 0.82033. 

XXV. V o o B a T B t.' 

Door W. TiB HiAisT. 

Jfm £<jNife Mndsr benadering de worteb der vergd^king 

,» _ 2»» — 15»« + e*» + lli* — /a = 0. 

OrfiBLoar door W. tab Haabst. 

OrLOMIHft «Of» W. TAB BaABST. 

«, •• 3 Tangé— Tang *Ó . 

T^^ih— ^ Tang» — 10 Ibtig «<^ + Thny '0 
^ ^"" 1 — 10rfliiy><J) + 6r«ij*4> 
en derbalfe Tang *^ — 6 Joiijf 5^ Tbit^ *^ — lO Tatig *^ + iO 
Tamg 50 Tang '^ + 5 Toii^ ^ — Tbti^ 6 4) = 0. Zij na de 
algemeene ter^elijliog 

** — ojF* — 5s» -h CS* 4- Ap — « = O, 
en stellen wij #=:«y, dan ia 

Bepalen wij nu n ioodani<;, dal — = -7 en daa n = V<t- 

nu" Za 

c^i dan ia 

^2(1 2fl6 . ^ , 2a 4a*d 4o*e 2tf ^ 

co o c' cc 

De Toorwaarden waaraan de bijzondere TergelijLingen zullen 
moeten voldoen , om goniometrisch oplosbaar te zijn , worden nit- 

gedrnkt door — = 10, — 5- =5 (dat ia * = — » rf=7-| j 

c* 2a 

en e :^ rjr-, want dan zal men, door Tang 60 = yflj/— te 
iSua c 
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slelleD, f = Tang0 bevioden. De gegefene vei^elijkiog 

,• _ 2ir* — lö«» + es^ + l liJf — t% = O 
foidoct tan die Toonraarden. 

Eier il dan <i = VI = i^6 = 1.22474487 
en raii9 6<^z=^^6= 0.3265986, 

dat is 50 = 18«6'13» en (^ = 3<'37'2',6. Daar Toorla 
T<mg 6$ = Tamg (fisr + 60) en alioo Tang 50 = Tong 5(36^+0) 
= lhng 5(129 + (P) = TBmg5{108'' + (l>)= Tang 5{lUo+(p) 
is, 100 Tiaden «ij TÖor de vijf waarden TaD y 
j^ = lïmg0 = Tang 3<>37'2',6 = 0.06322. 

y^ = Tang{S6o + (p) = Kinj 39037'2',e = 0.82778, 
y, = Iïi»g(72?+(p) = Tanj 75037 '2»,6 = 3.89965, 
y^= riiiiy(108o+4))=— raiiy(72<»-.<^)=:— Tafi^e8*»22'67',4 

=—2.62347, 
y, = Jbiij(144o+0)=— raii^3ff>— (^)=— 7liiij32o22'67',4 
=—0.63419. 
De wortek der gegevene Tergelgling tgn alzoo: 
*, = 0.077, ir, = 1.014, s, = 4.776, s* = — 3.091 en 
r, = — 0.777. 

XXYI. TOOASTBL. 

Door W. VAH Haabst. 

Fis» eeitefs regihoekigen driehoek is bekend de som der regt- 
koeksM^den^ alsmede de som der lijnen die uit het regie-hoek^ 
punt getroÜten , de hypotenuse in drie gelijke deelen verdeelen. 
Men begeert den^ driehoek te bepalen en te construeren. 

Onblost door J. Bassav, A. J. taIt Pbscb, W. var Haabst, 
J. D. R. MolI(, R. R. Lit, J. tan dbb Bobvbh en J. A. Stamkabt. 

I. Oplossing van J. Bassah. 
Neem (Fig. 15) AC + BC = 2a en CD + CB = 2b. 
Sicl AC = ir, BC = y, CD = w en CE .= f>, dan is 
* + y=2aenii-(-« = 2fc, ? érdèr is AB = y{s^ +y^) 
eo AD = DE = BE = l^is^ + y*). Men heeft 

s* + t7» = l{x^ + y») + 2u* , . . . . (a) 
y« + i*« = ï(s» + y*) + 2r», . . . . (b) 
^ergj. (a) en (b) fesamen opgeleid, geven 

»(,» + y») = (•»-+ r«) (c) 

verg. (K) vaa (a) afgetrokken, levert: 

^(.»~y«) = («« -t.»).. , . . . . (.1) 



Htciait volgt wederom 



C 4 
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= [461 _ (»» 4. p«)3« 
= [46» - J(*»+ y*)]*. 
zoodat y4».(»» + y») —•(*»— y»)» = 16**, 
dat it |è' (2a» — *y) -- ja» (a» — «y) = t*, 

•* — 10a»i» ■+- 9A» 
«aarait «y = „> _ 5^, 

5a* — 9i* 
en » - y = 2|/(«* - *y) = 2iK ^. _ g^> , 

bügcrolg ia 

. 5a» — 94» ^ 5a» — 94» 

^ = a-t. V ^, _g^. . y = « - *^ ,« _ gfe. 

2 fa* — 94»^ 
en K'» + y*) = >^(2a» - *y) = y-L-——J, 

Ondergtellen wij das a* > 5A*, dan il 5a* > 25i5*| dcrbalve 
> db^. Construeer du |/(a* — 5b*) en ^Sa* — 9b*)f de 
vierde eTenfedige tot |/(a* — 6i*) , i/(5a* — Ob*) en b , en 
tel deze op bij of Irck ze af van a , zoo zullen s en y be- 
paald z^n. 

II. Oplo88IN6 van A. J. vau Pbsch. 

Men kan de punten A en B beschouwen als de brandpunten 
eener ellips wier ^oote as is AC + BG = 2a , en de pnnten 
S en E als de brandpunten eener elHps wier groote at is 
DC + £C = 2b. Halveert men voorts AB in M , dan is K 
beider middelpunt , ferwijl van de eerstgemelJe AM en van de 
tweede DM de excentriciteit zijn zal. Het punt G nu bevindt 
zicb aan de omtreLLen van beide ellipsen, zoowel als aan dien 
van een cirkel uit M met AM als straal beschreven , befgeen 
der berekening ten grondslag ligt. 

Stelt men AC = m en bijgevolg BC = 2a — m, dan is 

AB* = AC> + BC* = 4a* — 4am + 2m*, 

AM* =r iAB* = a* — am + lm*, 

a* — AM* =z am — im*, 

zoodat men voor de middelpuntsvergelijking der eerste ellips 

verkrqgt y* = «^ — *^ (a* — #*> (a) 



Voor de tweede ellip beeft men : 

DJB* = /,AB* = |(a* - am 4- i^*), 

i* — DM* = i* — J(a* — am-i- 4m*), 
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dm iHT de middelpnottrergelqkiDg : 

• ,. = "-»'••-" + «■'' (.. - ..). . (b) 

ferr^l die van den cirkel is: 

jp* + y* = o> — am + im* - .... (c) 
Elimineert men nu jr en y nit de vergg. (a), (b) en (c), zoo 
fiadt men mei behulp eener vierkantsvcrgelijking , 

velke oilkomat ▼olkomeD met de boveo verkregene strook f. 
XXVIL VooisTBi. 
Door J. Bassak. 
Jk mm eèm regihoekigen driehoek, behalve de eom der regt- 
koekêMijden^ gegeten ie de eom der lijnen die den regien hoek 
in drie gelijke deelen verdeelen en tot aan de hypotenme reiken, 
Moo wordi wrlangd den driehoek te bepalen. 
Omblost door A. J. tar Pbscb, W. vau Haarst, J. Bassav, 

R. R. LiTy J. TAK DBB HoBTEH, J. D. R. MoLL 611 J. A. StAIKABT. 

Opioaiii« van i. J. tab Pbsch. 
Zq (F^. 16) AC +BC = a, CD + CE = b. Stel AC = s, 

hoek BAC = 4>, dan is in A ACD, CD = ^^^J^j. 

f **"" dT^ doe ó 
en in A BCE, CE = 'g^^Q^o + ^y ^9lï«^^»8> ^«« 

Sin {30^ + (f) = i (7m<^ + 1 Sin(pi/i 
en iSti»(60o+4») = iCbs^i/'S + iSin(p, 

Coi0 + i^3 y^3 + Tang<p '' 

welke Yergelqking van gebrokens bevrijd , en in aanmerking gene- 

- a •— s 
mee dat Tang <p = is, dezen eenvoadigen Yorm erlangt: 

a{l + yi)=ib[i+{Tang(p + Coi(p)i/S], 

^ Sin2(p 

Bisroit Sin2(p = -—tl!^——: 

len vindt dos twee waarden voor den hoek A, vermits bij 
Sin 20 in ons geval voor 20 gevonden wordt » en 180^ — «. 

C 5 
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Van de twee hoeken (p^ namelijk ^a en 90^ — i«t ia de eeo 

het oomplement van den ander , loqdat wij toch maar één drie- 
hoek ▼erkrijgen. 
Voorta heeft men 



1 + Tang0 
en foor de tweede waarde, $' = 80® — ((>, 

. o a . Tkng (f) 

* ~ 1 -+• Co* ~ 1 + Jaft^<^' 
zoodat men, aangezien BC =: AC Tang 0, wélken hoek meo 
gelieve te gebmiken, voor x steeds de zijde zal vinden die aan 
den hoek ^ aanligt; blijkbaar is de hypotenuse ABz=zx. 8ee<p. 

Aakiiekiho van C. J. MiTTnia. 
üit de gevonden waarde van Sin 20 kan men gemakkel^k 
s, y^ s onmiddellijk in de gegevens be[ialen. Daar toch 

SinCp + CosCp = y{l + Stn2(p) 
en Co8^ — Sin0 = y{l — Sin2(P), 

heeft men voor AB 

— g _ q _ fl(l+|/^3)— 26 

* ~ Sin(p+Co8<p ~ |/(l+^in2(?)~*^a(l+|/3)— A(2— K»)' 
voorts is, terwijl jp + y = a is, 

_ «(l + l^3)-^(2 + k^3) 
~ ^^a(l + 1/3) — A(2 — 1^3)* 



Kevo 



en 



«^ - i«[» t >^a(l + ^^3)-6(2-K3)} 
y ^ f ^ii(l + K3)-A(2-|/3)r 



XXTIII. VoÖRSTBI.. 

Door J. BissAir. 

Tn een reglJioekigen driehoek ABC sijn lijnen AD en CE » 
die de hoeken A en G middendoordeelen ^ tot de overstaande 
%^den geirohken; m^ sneden elkander in F. Bijaldien nu de 
diagonalen van den tierhoek BBFD gegeven zijn , begeert men 
den driehoek te construeren^ dUmede in de gcgevene te bepalen, 

Opoilost door R. R. Lit, J. D. R. Moll, A. J. viir Pescu. 
W, VAR Haarst, J. tan der Hozvb:! rn J« B.\ssA!r. 
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QnosaiHG tmn R. IL Lit en J. D, R, Mou. 
Omdat ie driehoek ABC (F%. 17) in B regthoekig is en 
dis IqoeD AD, BP en CE respectievelijk de /.j^ A, B en C 
balTeeren, heeft men 

£.BK = 45<^-h*C=:KA + C) + 4C = |A + C = iLBDF. 
De j^A BF£ en BDF cijn aleoo gelijkvormig, waarnit blijkt dat 
BF middeneYeoredig is tosschen BD en BE; voorts belioort de 
regte hoek B ook tot den driehoek BDE, zoodat men, als BF=ra 
en DE =: & gegeven zijn, BE = dr en BD = y genomea 
vofdeo » de navolgende vergelijkingen heeft : 

jry = a* en s*+y*=b*, 
waaroit :t = i{^^(A> +2a*)+-|/(i* — 2a*)) 
en y = * {K** + 2a*)— K^* — 2a»)} . 

Deze waardijen na «orden gemakkelijk geconstrueerd. Beschrijf 
alsdan een regthoekigeu driehoek onder die lijnen als regthoeks- 
cqden , deel den regten hoek middendoor , geef aan de deellijn 
de gevorderde lengte a, trek vervolgens nit de panten D e.n 
E, door bet uiteinde F der deell^n , lijnen DF en EF, die bet 
verlengde van BE en BO in A en C snijden , dan zal men nog 
maar die ponten door eene lijn hebben te verbinden en de 
begeerde driehoek is voltooid. 

Om eindelijk de zijden te berekenen, late men nit F op AB 
en BC loodlijnen FG en FH neer, zoo verkrijgt men de gelijk- 
vormige driehoeken ABD en iGF, CBE en CHF, die deze 
evenredigheden opleveren: 

iB : B& = BD : BD — FG, 

BC : BH = BE : BE — FH, 

waarnit men, door oplossing, na sobstitntie van de bekende 

waarden van BE = ^, BD = y en van BG = BH =: FG = FH 

= kBFf/lï = i ai/2 , vindt : 

AB - x«.x2 Vr^2a*)-V{h*-2a*) 

" - t«K-« • y{b*^2a*)-y/{h* - 2a*)-av/2 ' 

BC - 4«./2 K^'H-2a^) + 1^ (V - 2a') 

AC = i/{SB* + BC>) = enz. 

XXIX. VooftsixL. 
Door Jé Bassüt. 
Men verlangt iol de getallen 5 , 8 , 12 een vierde getal te 
rtnrfcn bcnccens nog (wee andere getallen , in dier voege dat , 
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ai$ men deze laaUte twee reepectievel^k b^ 5 en 8 optelt ^ men 
eene meetkunslige evenredigheid verkr^gt, daafeniegen eene re* 
kenkunstige^ alt 12 en het onbekende getal in volgorde daarmee 
vermeerderd worden. 

Opgklost door J. Bassar, A« J. tav Pbsch, W. tah Haaest, 
J. VAN DER Hoevin, R. R. Lit en J. A. Stamkaet. 
Oplossing van J. Bassan. 
Stel het vierde getal x en de beide andere y en s, dan heeft 
men (5-hy)jf = (8 + «)12 of sy + 6« = 12« -h 96 . (a) 
en 5+(df-+.«) = 8+(12+y), das «=15+y — x^ 
deze waarde in (a) gesabstitneerd , geeft 

*y + 6jp = 180 + 12y — 12* + 96, 
*y + 17* = 276 + 12y. 
276 -^ 12y 
y 4- 17 
Stel y + 17 = p of y = /i — 17, 

276 + Ï2ü — 204 72 + 12p ^^ 72 

dan IS j? = i- = '- =12 4 , 

P P P 

72 72 
« = 16 + o — 17 — 12 f = « — 14 r. 

PP 

Om gehecle positieve getallen te verkrijgen , neme men voor 

p calk een factor van 72 als niet < 17 is, dus 24 , 36 of 72 

zelf, daar 18 ook nog wegvalt , als waardoor s = O wordt. 

Men vindt alsdan de drie navolgende stelsels van waardden: 

s = 16, y = 7, s = 7; 

* = 14. y = 19, « = 20j 

*=l3y y = 66, s = 57. 

XKX« VOOBSTII.. 

Door J. Bassan. 

Ah uii het hoekpunt k van een driehoek ABC eene lyn AD 
naar BC getrokken wordt, zoodot BD : DC = DC : BC, dan 
zal de lijn CE die AD halveert, de z^de AB in E mede in de 
uiterste en middelste reden verdeelen» Vrage naar het bétons» 

OraiLOST *door J. D. R. Moll, J. Bassan, W. van Haaist, 

A. J. van PbSCD , J. VAN DER HoEVBN 611 .R. R, LiT. 

Oplossing van J. D. R. Holl. 
Bijaldien men, zie Fig. 18^ DE trelt, zal men wegens 
AF = DF , Lebben : 

A ACE = A DCE , 
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bi]gefol|[ A£ : EB = A AEC : A BEC 

= A DEC : A BEC 
= CD : BC, 
ouar krachtens de onderstelling is dan ook 

AE : EB = BD : CD, 
dos EB : AE + EB = CD : BD 4- CD , 

dat is EB : AB =: GD : BC, 

zoodat AE : EB = EB : AB. 

XXXL Voorstel. 
Door J. Bassa.x. 

De integraal ie vinden tan ds fr — ^ 1 , 

Opcklost door W. tar Haarst^ J. Bassah, A. A. T- Lrdbborr, 
A. J. vau Pesch en J. var der Horven. 

Oplosstso van W. vau Haarst. 

Slclt men |^(1 +4r) = y 4- 1, dan is 1 + * z=:y«-4.2y + 1, 
Jos * ^ y (3f + 2) en d!tr = 2 (y -|- 1) Jy, bijgevolg 

dwÊr = p -— . Stellen wij no(i[maa]s 

V/(y + 2) = «, xoodat y + 2 = a>, y + 1 = «> — 1 
en dy zn 2<(/« is, dan wordt bovengcvondene nitdriikking 
4(»*— 1)J«, en hiervan is de integraal J«* — 4« = J«(«* — 3). 
iXu is « =: |X(y 4- 2) = r/{k^(l +*) 4- l}, waardoor zij 
otergaat in J{K1 + x) — 2) J/{ï/{l -f- ;r) 4- 1} + C. 
Hoet de Integraal voor ^ = O verdwijnen , zoo wordt de Con- 
Maute gelijk H- |(/2. 

XXX.1F. Voorstel. 
Door F. RoEFF. 

Op gelijken afstand ter wederzijde van hei middelpuni eens 
cirkels js^ op eene middeliyn twee punten aangenomen. Nu 
wordt gevraagd f die twee punten met een punt aan den omtrek 
ie tefhinden door Itfnen^ waaiiusscKen de straal ariihmetisch , 
geometrisch en harmonisch middenevenredig zij. 

Of«rlost door A. J. tar Pesch, F. Robff, W. va.i Haarst, 
J. D. R. MoLL, J» VAU BER HoEVRR e» R. R. Lit. 
Oplossiho van A. J. vav Pesch. 

Zi) (Fig. 19) MA = MB = r» CM = DM z= a en stel 
CP =: p , DP = q^ dan heeft men volgens de eerste voorwaarde 

p — r zn r — g, 
<l^l is p 4- gf Z= 2r, (a) 
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Derhalve ab men eene ellipi bcachrijft met AB ak grooCe u 
en CM = DH al« excentriciteit , moeten de gevraagde panten aan 
den omtrek dezer ellips xoowel ab aan dien van den gegeven 
cirkel liggen, vaaroit volgt, dat A en B, de raakpunten van 
cirkel en ellipty de eenige bedoelde punten zijn. 

Andere, ab men PQ loodregt op AB laat vallen en MQ = jr, 
PQ = y tot coördinaten aanneemt van het pnnt P» voorta op* 
merkt dat de A A CMP en DHP deze waarden opleveren 

p = l^{r*+a^+2as), q = i/(r* + a* — 2as) , 
krijgt de voorwaardeavergelijking na aobstitatie den vorm 

^(r« + a* + 2as) 4- K''* + «* — 2ax) = 2r. 
vcike van vorfclaitdrakkingen gezuiverd en opgelost, geed 
d? = ± r en dus y = 0^ 
Bij de tweede vraag wordt gevorderd dat 
p i r = r: q, 

dus pq =. T^ • . • • . (b) 

Substitueert men ook hierin de waarden van p en g, soo geeA 
zulks i/[(r> + a>)* — 4a»x>] = r> , 

en óeze vergelijking oplossende, vindt men 

* = ±4K2r«+a«), 
waarbij behoort y = ± kt'** — **) = ± 4^2»** — «*)• 
Er bestaan dos vier punten, die aan dit gevraagde beantwoorden. 
Is eindelijk de eisch dat 

p: q = p -^ T i r -^ q, 

of ^-. = r ; . (e) 

p-^q ^^ 

zoo volgt daaruit 2pq = r(/?-f-g); 

tel diiarbij op J0*4-7* = 2(r* + a*), 

zoo geeft dit {p + qY — <ƒ» -f-^) — 2(r» +a>) = O, 

en van deze vieikaotsvergelijking zijn de wortels 

(p + 5) = ir± Mör^+Sa»), 
doch het onderste tceken past niet op ons vraagstuk, daar de 
werkelijke som der twee afstanden CP en DP onmogelijk negatief 
zijn kan. Wij besluiten derhalve, dat slechts zulke punten kun- 
nen voldoen, als de cirkel gemeen heeft met eene ellips die 
\r+ iJ/(9r* + 8a*) tot groote as en €111 = a tot excentriciteit 
heeft, bijgevolg in het algemeen vier punten en geen meer. 
AAHMBiKiRG van C. J. Mattdes. 
Begeert men de coördinaten te bepalen van de pnnten die de 
derde voorwaarde vervollen, zoo brenge men in den verkregen 
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vorlel fan boTeostaande eindvergelijking de waarden van p en q 
OTer, en men zal na de noodige herleidinuf verkrijgen: 

_ . k^( 3r* + 12f'fl'-f-8a*->rMft''+8o*)} 

'-± •; — : ; si ' : • 

Door terstond in vjBrg. (0) ót waarden van p en q daarvoor Ie 
snbstitneren , geraakt men (ot eene viefdemagtsvergeJijking van 
den tweedemagtSTOxtn , dio opgeloat dczeKIde waarden voor x 
oplevert, met dit onderscheid echter, dat ook de wortel ^'fliieft 
de baken met liet dubbele teeken ia aangedaan, een gevolg der 
bewerkingen die ter vereen vond igiog strekten, waardoor men al 
ligt in den waan kotnij dat x vier waarden verkrijgt en er dus 
acht ponten gevonden worden. Uit het voorgaande weten wij dat 
dit eene dwaling iS|. die intasschen ten overvloede gemakkelijk 
blaken kan door bet invoeren vaif eene nadere bepaling van a. 
Stelt men b^v. a =z^r^ zoo vindt men x zz: ±: ttt^^^^^'^^» 
terw^l bet positieve teeken bovendien geven zon ar = ± Sr^l^^^f 
velke laatste uitkomst echter wel aan de vicrdemagtsvergelijking , 

maar niet aan onze voorwaarde ^n r^' daarentegen aan 

P + 9 

2pg ,- 

eene andere — ^^- = r voldoet. 
p — q 

XXXHI. V o 

Door F. 
Uü kóeveel iennen heataai 
grootheid? 
Opoklost door F. Roeff, W. 

en J. TA9 DBB HoETEir. 

Opiossiko van F. Robff. 
Noemen wij het aantal termen van de n^^ magt eener éën-, 
twee-, drie- enz. m-lcdigc grootheid naar orde S|, S^, S| enz. 
Sa, zoo is natnnrl^k Sj = L Be hedeiding van een twee- 
ledigen vorm a + ^ tot de n^^ magt verheven, geefl gelijk bekend 
is S| ^ fs -|- 1 termen. Schrqft men voorts eene drieledige 
grootheid in den vorm eener tweeledige, zoo verkrijgt men 
(a+i + c)»=: [(a + i&) + c]» = (a+fc)»-4- J^a-hb)»-^ 
+ B{a + by^c^+. . .+ ui{o-h i&)c«-i + c» , en het is duide- 
lijk, dat bier bij verdere herleiding de bijzondere termen ach tep- 
volgens een aantal termen zullen opleveren van (n + 1),«9 
(it — 1), (« — * 2).,*.3, 2| 1, waarvoor men tot som vindt 
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(ik -4- 1 ^ (tl -1- 2l 

S, == — -5 — ^ Handelt men op dezelfde wqre met eenc 

Tierledige grootheid , door ze te brengen tot den vorm 

4- -4r(a -h A 4- c)«-y + B(a + b + cy^d^ + 

4- J(a + b + c)J»-i + ci% 
zoo blijkt uit het voorgaande , dat de opvolgende "termen na 
verdere herleiding zollen beitaan nit een aantal van 
(n +!)(«+ 2) ft(n4-l) (n—l)» 2.3 1.2 

1 .2 '1.2' 1 . 2'*' O' 1:2 *''""''°- 
Dit is eene rekenkonstige reeks van de tweede orde, wdke 
gesommeerd geeft 

_ (» + l)(n + 2) (ft 4- 5) 

^* - 1.2. — r^ 

En reeds blijkt alsna, hoe de bedoelde sommen van « en m 
afhangen, immers aldas: 

g _ (n-hl) fwH-2) (>i-H3)...(n4-m — 2) (n4-w-l) 
1 .2 . 3 ... (m — 2) (m — 1) • 
Daar die uitdrukking tevens het aantal combinatiën van 
(n -f- m — 1) dingen (m — 1) aan (m — 1) voorstelt, het- 
welk men weet gelijk te staan met het aantal combinatiën van 
« + w — 1 dingen (n 4- m — 1) -. (m ~ 1) of •» aan 
Hf zoo vindt men ook nog deze uitkomst: 

S = {m + n — 1) (m + n — 2),,,.(m 4" 1) m 
1 . 2 ..,.(» _ 1) »• 

dezelfde die in Lobatto, Les$en over de Hoogere Algebra^ 
hl. 178 , aan de leer der combinatiën met hei halingen* is ont- 
leend geworden. 

XXXIV. YoOBSTIL. 

Door F. RosFF. 

^ordi gevraagd het punt of de punten te berekenen en te 
construeren f taaarvan de afstanden tot drie gegeven punten 
onderling in eene aangenomen verhouding staan. 

Opgelost door A. J. var Pesch, W. viw Uiabst, F. Robm, 
R. R. LiT en J. A. Stamkart. 

Oplossikg van A, J. vah Ptsca. 
Iaat (Fig. 20) A, R, C de drie gegeven punten en m, n, p 
gegeven getallen zijn, die de belrekkingen tusschen de afsUnden 
van het gezochte punt tot de voornoemde uitdrukken. Men weef. 
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ót hcóê n fiiJLDxis Meeikuntt, 3^ druk, D. I, § 430, dat de 

mo&BWt^e plaats der punten | wier a&tanden tot de niteinden 

met iepaakle regie lijn eene selfde Terhonding hebben , een 

cakd k, op de lijn van twee toegevoegde harmonische deelpnn- 

teo ab middell^n betchreYen. Constraeer das op AB twee pnnten 

P en Q loodanig, dat AP : BP = m : n r= AQ : BQ; beschrijf 

op PQ als middellijn een cirkel; neem op AC en deszelfii ver* 

Jengde, in de onderstelling van fn y n y p^ mede twee ponten 

H en N, zoodat AM : CM = m : p = AN : GN, en beschrijf 

in^ijb op MN als middellijn een cirkel, £0o rullen de twee 

doom^ngen van die beide cirkels de gevraagde pnnten zijn. 

Ten einde de plaats dier ponten te berekenen, stelle men 
AB = a, AC = & en hoek BAC = a, dan is 



AP = , AQ=:— — , PR= -r. — ., AR=-T— 

m+n ^ m—n w*— «•' m*— 



e^enioo 

■i+p m^p m^—p* m* — p* 

Opdat de cirkels elkander kannen snijden, is het een Yereischte 
dit de afstand der middelpunten 

RSzrr^/'CAR^+AS»— 2AR.ASCos«) 
kldner q dan de som en tegelijk grooter dan het verschil der 
ttraJen PB en MS. Gesteld aan die voorwaarden zij voldaan en 
meo hebbe den a&tand BS, dien w^ y willen noemen , berekend, 
xoo rollen de vergelijkingen der twee cirkels op RS als as der 
ibiQSKD, bijaldien men R tot oorsprong en eene loodl^n door 
dat pont als aa der ordinkten aanneemt , de stralen PR en MS 
kortheidshalve f en r' stellende, worden 

j?*+y>=r* en (* — y)« + y« = r*». 
Door dan de eene van de andere af te trekken , vindt men 
2y* — y*=r* — f'* 

2y 

« yz=y\r* — »*)=u'ir + 0){r — ») 

__ 2yr+y« + f*— f'» 2yy~y*--r»+r'» 
-^ — 2r" ^ 2y 

= ± ^^^(y+'■+r')(^+f'-y)(r'^-y-^)(y^-^-^'). 
1859—1863. D 
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XXXV, VOOBSTBL. 

jDopt L. HoBf baobu 
Uii een pmU D vtm de baeis AB eens regihoekigen dfiekoekê 
ABC keeft men met BD als sirmal een halven cirkel beechreven, 
He de schuine syde AG in E aanraaki en de basis in F 
onimoet. Foarts heeft men de punten B «» E, alsmede C en f 
door Ijfnen vereenigd^ die elkander snyden in het punt G. 
Sfu M^'n van laatstgenoemde /^n» die den cirkelomtrek in H 
sn^dt, gegeven het middelste stuk en het verschil der uiterste 
stukken; vrage door berekening en eonstruotie de %^den van 
den driehoek te vinden, 

Omblost door L. HoBFBioBiy A. J. tan PBécVi W« tab Haabst, 
J, TAB DBB HoEYBN, J. D. R. MoLt en R. R. LiT. 
Oplossibg van L. HoBFBAeBL. 
Laat (Fig. 21) CF de lijn BE in G en deo omtrek dea cirkels 
in H anqden; indien wg dan ÏG^s, GH = a en CEz=zx+b 
atellen, ia CF=z2s + a + b. 

Yoorta ia, zie J. db GbldbB| Beg. der Meetk,, i^ dnik, D. I 
S 433: 

CF X GH z= €H X FG, 
dat ia {2» + a + b)a z=: {m + b)x ^ 

of «* — (2a — A> — {a*+ab) — O, 

waarait gefonden wordt 

# = a- ib + \py(Ba^+b*)i 
terwijl hier, omdat s ^ a moet zijn, geen dobbel teeken TÖór 
de wortelgrootbeid in aanmerking komt. 
Verder ia dan 

CE = tt + b=za + ib + *|/(8fl»+A«), 
Ct=iap+a + b = ia + l/^iSa^ + b*), 
en, Tolgens eene bekende eigenschap, 

BC = CE = i/<:H X CF, 
dat U 

BC = CE = |/ {7a* + li«A + J6* + i(5a 4- A) l48a> + 6«)} j 
derhalre 

BF=i|/(CP— BC«)=^/'(lOa«— lia*+iiHi(7a— AM8a«+6«). 
Stellen wij Yoorta AF =z y en de gcYondene waarden van BC 
en BF achterTolgena = m en 2r, dan ia 

AD = AF + DF = y + f, 
en AE = i/(AD* — DE») = y^^ + 2yr)i 

terw^l uit de gelijk rormigheid der driehoeken ABC en AED nog volgt 
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AB : AE = BG : DE, 
dat if f + 2r : y(if* + 2p) — m : r, 

watfoït gevooden wordt 

zoodat w^ eindel^L hebben 

AB = BF -f- AF = f"'*" . . 
lil' — r* 

AC = ï/(BC» + AB«) = ^K^l+r!), 

Om den driehoek te beschriJYen, conttruere men eerst, dat 
geen moeïjelijLheid oplevert, CF en CQ nit de daarvoor gevondene 
«lardeoi verdeele voorts HF in 6 harmonisch met opcigt tot G, 
en beechr^ve op CF als middell^n ^en halven cirkel. Het punt 
daa, waar de uit H op Cf opgerigte loodlijn den halven cirkel 
ontmoet, is het begeerde hoekpunt B. Beschrijft men vervolgens 
op BF als middel lijn een tweeden halven cirkel, zoo heeft men 
nqg maar uit C eene lijn CE te trekken door het sn^punt E van 
dezen cirkel met BG, en waar die lijn dan het verlengde van BF 
ontmoet, in A, heeft men het derde hoekpunt van den verlang- 
den driehoek. 

Tit de gevoadene waarden van CH en CF bl^kt, dat de 
gegevens o en 6 aan geen bijzondere voorwaarde gebonden zijn. 
Neemt men ib :^ a, zoo vindt men voor de begeerde zijden des 
driehoeb ak volgt: 

BC = l/3a X I/6a = 3ay2, 

AB = |/4a X |/8a = 4o^/2, 

AC = i/5a X ylOa = $ai/2. 
Om in dit geval den driehoek te construeren , bepale men eerst 
eene middenevenredige k tnsschen 3a en 6<i; daarna eene mid- 
denevenredige / tosschen 4a en 8a; de driehoek die dan / tot 
bass en Jb tot opstaande z^de heeft, is de begeerde. 

XXXVI. YooiSTKi. 
Door L. HoBviTAoii.. 
Looi im de onderttMing der vorige opgave gegeven aijn den 
«dtto/ BD, benevem hei middeUie Huk der /^ CF, soo s^ 
ondermaal naar de egden van den driehoek gevraagd, 

OveiLoeT' door t, Hobihagbi., A. J. VAif Pbsch, W. var Baabst, 
m R. R. LiTj 

D 2 
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Oflossiha ra» L. Hokihaqu. 
Laat , iD deselfde Fig. 21 , GH = a en BD == DF = r 
gegeven zijn, dan i8, als wederom FG = ir gesteld wordt , wegens 
de harmonische verdeeliog Tan CF: 

CH X FG = CF X Ge, 
dat is CH X s^ = (Cli -f- jr -I- a) X fl , 

waaruit Tolgt CH(* — a) = a[x •+- ö) 

» — a s—a 

loodat BF« = 4r» = FH» -f- BH» 

= (. + «)« +-.^^i^ 
X — a 

s — a 
en na herleiding 

s» -h 2ar> — (4r* — a>)4P + 4ar* = O, 
nit welke derdemagtsvergelgking s kan worden berekend , als 
a en r in getallen gegeven zijn. Verder hebben wij ait den 
regthoekigen driehoek CBF» 

BC : BF = |/CH : y/fU, 

CH 
das BC = BFl/jig 



— a 

Zoodra men Toor BC eene waarde = m gevonden heeft i zijn 
ook de waarden van AB en AC , zië vorig Voorstel ^ bekend. 
Hierbij valt nog op te merken, dat de gegevens o en r niet 
geheel willekeorig mogen zijn» want daar a ^ jt, bijgevolg 
2a\ s + a ea » + a (^ 2r 19 f heeft mea dat a kleiner dan 
r moet zijn. 

XXXVII. V o o E 8 T 1 u 
Door J. H. ScHariB. 

Ben fmni P legt den omtrek van een drkel af met eene 
eenparige hoekenelhetd ^ termjl gesegde omtrek tevens met de* 
welfde koeksnelheid eene geheele omwenteling om eene middeliyn 
aft ae volbrengt. Op die tcijze beechr^ft het punt P eene kromme 
l^n van dubbele kromming ^ waaraan men ergene eene raaklijn 
begeert te trekken^ met bepaling van den hoek welken die raak- 
l^'n met hare horizontale projectie maakt. 



gitizedby Google 



* o P G A V E N. Ifo 36 ea il. 63 

OKOotT door J. H. ScBaFui, A. J. iin PtscH e» W. tar 

HiAlff. 

OptosBiHfi van J. H. SceafBi. 

Zy (Fig. 22) ZPZ' de cirkelomtrek die wentelt om de middd- 
jga ZZ'y en OX en OT de beide overige regthoelige asten 3 
indiea wq ^an de beweging van den cirkelomfrek uit bet vlak 
der ZX| en van bet bewegende pnnt P nit de omwentelinga-aa 
doen aanvangen, dan zal voor een willelearigen stand van dien 
omtiek, waarby boek XOi. = 4^ is, bet pont P daarop zoodanig 
gelegen z^o, dat wij volgens de opgaaf altijd zollen bebben boek 
ZOP = boek XOA = (p. 

Trekt men voorts PP' en PP' respectievelijk loodregt op de vlakken 
XT en YLy dan zijn P' en P' de overeenkomstige ponten van de 
projectiën der kromme op die vlakken. Zgn nu de kromme Iqnen 
OPT en ZP'Ï die projectiën zelve, en is PT de gevraagde raaUijn, 
dan zollen ook de raaklijnen P'T en P'T' aan die krommen» 
projectiën der gevraagde raaklijn PT zijn. Hebben wij dos om* 
gekeeld de raaklijnen P'T en P'T' geconstrueerd, dan zal, door 
de l^n TT loodregt op OT' te trekken, door de vereeniging van 
bet boekpunt T met b«t pnnt P , die raakl^n geconstrueerd zijn. 

Stek men nu de polaire ordinaat OP' van de borizontale projeo- 
tie OPT = 1', dan is van die projectie de polaire vergelqking, 
alsOP = r is, 

t' z= OF = rStn <p, 

derbalve die van een cirkel waarvan OT = r de middellijn is. 
Haakt men dos L^'T =: XOA = (P zoodat LXTO: = 20, 
dan is P'T de raaklqn aan dien cirkel en tevens do borizoiitale 
projectie van de raaklijn aan bet pont P der kromme. Stelt men 
voorts OP' =: <', dan geeft de fignnr, na P'p' en P'p' beide 
loodregt op OT getrokken te bebben, terstond 

f = fX {(P'pO* + (Op')*} = y {f*Ca$ ^(P + <'* Sm «(^} 

= Ti/{Co9 •$ 4- 8m *0} , 

waaruit, omdat op regtboekige eoordinaten, Op' = f ^=zrSin*0 

y 

eo dos Cos *0 =^ 1 — - is, 

^ r 

ktgeen de vergelijking van een parabool is, die bet punt T tot 
loppont heeft. Rcemt men dos T'T = Yp'=r — y en trekt 
meo TT', dan is, zooals bekend is, T'P' raaklijn aan bet punt P' 
der verticale projectie, en das de verticale projectie van de raak- 

D 3 
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jgn MQ liet pont P der kromme. Uit deze beide eenvoadige 
coDttmctiën it het gemakkel^k den gevraagden hoek PTT' te bereke- 
nen, want stellende dien hoek = 9 , zoo vinden wij uit de figuor: 
„ . PP' rCoê^ rCosÓ 



TP' "" TyCoêec2<p ~ 2Yp'öiwc2<^ 
TCoê(pSin2$ „. ^ 

zoodat men hoek S met behulp ?an hoek mede Itgteligk kan 
construeren. 

XXXVIII. V o o R S T B L. 

Door J. H. ScHapiB. 
Op ieder punt der gewrongen kromme in het vorig voorstel 
omsóhreven, werkt in do rigting der raaklyn eene etandvaetige 
kracht, waarvan het bedrag op de eenheid vasi lengte = p 
wordt aangenomen^ Vrage naar de tataie werking door al die 
krachten uitgeoefend* 

OpoBtosT door J. H. Schüfsb, A. J. yav Pbscd en W. tab 
Haabst. 

Oplobsxii« van i. H. SciiaFBB. 
Uit de wording der kromme is het doidelijk, dat wanneer, het 
eirkelvlak eene halve omwenteling volbragt heeft, het bewegende 
pont P van de pool Z der omwenteIings-aS| door het pont T, tot 
het aspont l* zal gekomen ztjn* Bij de volgende halve ona- 
wen teling zal het die beweging , ait Z' ^>^Sf9 voortzetten door 
hetz9lfde punt Y tot het aanvangpont Z| alzoo eene gesloten 
kromme lijo , . lemniscate van dubbele kromming C^), vormen, 
velka door het vlak der XY in twee gelijk- en gelqkvormige 
takken wordt verdeeld, die beide den cirkel op OY =: r als 
middellijn besehreveni tot horizontale projectie hebben. 

Om de resultante van het opgegeven stelsel van krachten te 
vinden, moeten w^ voor eenig aangrijpingspunt uit de wording 
der kromme en de gegevene rigting der kracht op dat pont, 
aanvankel^k opmerken : 

1^. de coördinaten van het aangrijpingspunt, 
2^, de hoeken «, ^ en 7, welke de rigting der kracht met 
drie assen maakt, die door het aangrijpingspunt even* 
wigdig met die der coördinaten zijn getrokken, en 

(*) De projectie op het vlak der XZ is eene vlakke lenmisoate , die 
• * = j; f (r* — *») tot Tsrgelgiüiig heeft. 
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3P, de (pooUe der kneht die op het element dê der kromme 

irarkt; om daarna de formulen toe te panen die Du- 

paAT*s Suaioa bqv. aan de hand doet 

W^ zullen bij foorkeor genoemde zeven grootheden in den itand- 

Iioek Tan het omwentelingsvlak met dat der XZ nitdmkken; 

Fig. 22 geeft aladan »>oder eenige moeite, als OP =: f is» 

s = Op' = rSin^ Cob^ (a) 

y = P'p'= rSin^^ . T . • . T • . (b) 

en s = PP' = r Cm <^ (c) 

Om de hoeken «, ^ en y in ^ nit te dnikken» merken wq 
op dat de horizontale projectie van de rigting der kracht de l^n 
TT' it, die met OX' een hoek = XTT =i 20 maakt b doi in 
Fig. 23 P het aangrgpingtpnnti PX, , PT^ en PZ, drie aften 
eTcnwijdig ,aan die der coördinaten, en trekken w^ in het 
flak der X^T, eene l^n T"PN, makende met PX,' een hoek 
= XfPT*' = 20, dan zal de kracht, die op het pnnt P werkt, in 
het verticale vlak ZPN gelegen en Tolgent PH gerigt ign , indien 
PM de raaklqn, bijgevolg hoek HPN = O 19. 

Denken w^ ons na het oppervlak van een' bol^ vrelki mid- 
ddpimt in P ligt, en de snijponten H en N met die der assen 
\f T/ en Z^ door bogen Tan groote cirkels vereenigd, dan 
CDtitaan er twee bolvormige driehoeken HRX, en MNT/, beide 
ngthoekig in N, waarin wij^ omdat 
boog HX, = üt 
» KX, = 180<>— 20 
» HN = t 
» MY/= 180<>— p 
» NT/ = 20—900, 
volgens eene bekende eigenschap hebben: 

Cos « = — Cm 20 Cos 0, 
Cos p = — &n 20 CoB 9, 
terwql Coi f z=z Sm ^ is. 

Blqkens het Torig yoorsCel is no Thfi^ 9 = Sin 0, derhalve 



nuioot C« « = ..^ ff .^. , T . . . (d) 
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50 W I S K U N S T I 6 E 

Omdat verder ds = |/(ctF* + rfy* + J«*) U eo ait Tei|[g. (a), 
(b) en (c) volg;t 
ds^=zfCos24>d4>t dff =ir Sin 24^4^ eo d%:=.^ r Sin^d^^ 
zoo Yerkiijgen wij 

ds — rè^yXl + Sïn^^), 
en omdat er op de eenheid onzer kromme eeo Lracht p werkt , 
zoo is die op d$ 

pds == prd(pi/(l + Sin^0) ..... fe) 
Sabstitaeren wij nn de gevondene waarden van x, y en s, Cos », 
Cos P en Cos y , benevens pds = P in de formulen voorkomende 

in vermelde Statica, en vervangen wij het teeken S door / , dan 

verkrijgen wij, na geïntegreerd te hebben: 

1^. voor de ontbondene krachten langs de drie assen 

X=zï^.PCos»z=Z'^prf^d0Cos2(pz:zO, 

o 

O 

Z:=zZ.PCoiy=: prjd^ Sin(P=zO', 

2P» voor da koppels loodregt op de drie assen 
Z=:;£.P(y(lMy— «CosP) =pr*fd(p{Sin*0+Cos(pSin2(P)=iO, 

o 

M^:SZj\»Cosa^sCosyy=^'^f^^Jdi4^^ 

o 

Nz=.Z. P^KCo^—yCoia) 

O 

Het geheele stelsel van krachten bepaalt zich alzoo tot een enkel 
n^atief horizontaal koppel , waarvan het moment =: ftfff^ is. 

XKXIX. V,o o E a T B L. 

Door H. H. PmHTKL. 

jéls men uit eendg pmU binnen den omtrek eetier kromme 
van den tweeden graad twee willekeurige koorden trekt, moo *al 
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de tffémukt^ tuêgchen de producten der beide eegmenten van 
dk» deeet koorden deMelfde gijn voer elk ander stelsel koorden 
mmsgdig aan de voorgaande getrokken. Wordt verlangd aulks 
Af bewitsenm 
Okklost door M. H. Pihkstei., A. J. tan Pxscb en W. vaet 

Haaut. 

OpLossTHa van M. H. Piikrtil. 
Zq 3f* + b»ji + cs^ +dtf + ex+f = O de vergelijkiog; der 
kromoney in een coördinatenstelsel waarvan de assen de rigliogen 
hebben der naar willekeur aangenomen koorden Maa en Nn (zie 
Fig. 24), terw^l bovendien de as der abscissen OX gebeel zamen- 
valt met de eene koorde nN« Schrijven wij voorts de bewuste 
vergelijking onder dezen vorm 

y* +(is-f-%H"(c<F» +es+/) = O, 
dan b het klaar dat bijaldien wij daarin iP = OC nemen» de 
bekende term gelijk zal zijn aan het prodact der wortels, zoodat 
vri] hebben 

CMx Cm= — ofoC» + - OC + -)i 
V c • c/ 

maar als men in dezelfde Tergelijking y = O stelt, ga&t zij over 

in cjr*+e*-i- / = c^#*4- -« + -J = O, 

vier vorlels blikbaar zijn ON en On , waaruit wederom vofgt 

s«-Hl« + ^=(iP-ON)(«-On) 
c c 

m dos OC* +-0C +*^ = (OC — ON) (OC — On) 
e o 

= — CWxCn, 

.- , CMxCm 

^"^ öö^ = "• 

Trekt men nn een -paar andere koorden Pp en Qq respectievelijk 

un de eerste evenwijdig, dan zal door enkel de abscissen-as naar 

OOL' te verleggen, y* de eenheid ^ en s* dezelfde e tot coëflScient 

behouden in de gewijzigde vex^dijking , en de eigen redenering 

lal wederom tot resultaat hebben 

DPxDp _ 

DQX Dq """• 

derhalve tot de slotsom voeren 

CMxCm _ DPx1>p 

CN X Cn ~DQxDq' 
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XL. YOORSTIL. 

Door G. J. Hattbis. 

F rage naar hoi bewijê deMor Helling , dat elk vlak kehoelk 
iwee overataande ribben van een unUekewig viervlak halveert , 
ook het viervlak aelf in twee einkken van gelijken inhond 
verdeeh. 

Opqklost door C. J. Matthis, A. J. tan Piscb, J. tas dbb 
HoBTu en W. yan Haibst. 

Oflomibo van G. J. Matteis. 

Wq willen het vnagstok nog algemeener opvatten dan opgege- 
ven ity stellende dat het «nijdingavlak twee overstaande ribben 
AD en BC (zie Fig. 25) enkel evenredig verdeelt , zoodat 

AE : £D = B6 : GG z= p : g, 
en in dat geval onderzoeken , welke de verhouding is der deel* 
•tokken van het viervlak. Deze hangt over 't algemeen mede af 
van de keaze van het pont F op de ribbe AB, hetwelk met de 
l^n EG het vlak geheel bepalen moet Wij beweren dan vooreerst 
dat de tegen AB overstaande ribbe CD insgelijks evenredig met 
AB zal verdeeld worden, in voege dat men tevens hebben zal 

DH : HC == AF s FB = ^ : 1». 
Om dit te bewijzen trekken wij door D en C Ignen BK en Cl 
evenwijdig aan AB^ die F£ en F6 zallen ontmoeten in K en I. 
De lijn KI is dan de doorsnede van het bedoelde vlak EFG met 
een vlak door CD, waaraan AB evenwijdig is; in het doorsngdings- 
pnnt H van KI en CD zal bijgevolg het vlak de ribbe CD snqden. 
Men overtoigt zich nu gemakkelijk van de waarheid der volgende 
evenredigheid : 

AF:DK = AE:ED=p:9 = BG:6C = FB:a, 
das AF:FB = DK:a==DH:HC = ^:ii. 
Bovendien heeft men 

FE:EK3=AEsED = BG:GC = F6:6I» 
waarait nog volgt KI // EG. 

Hen trekke thans de lijnen CE, CF, DG, DF, zoo is het 
klaar, dat het eene van de beide stokken waarin het vlak EFGH 
het tetraedrnm snijdt, namelijk ACEFGH, door het vlak CEF nog 
wéér verdeeld wordt in de driehoekige pyra'mide CAEF en de 
vierhoekige CEFGH, evenzoo het andere stok BDEFGH door het 
vlak DFG in de driehoekige pyramide DFBG en de vierhoekige 
DEFGH. Blijkbaar is nn 

pyr. CAKF = pyr. lAEF = py r, AEFI = pyr. AEFGH , 
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nv 
PfT. AlPGH : pyr. CEFGH = AF ; Cl = AF : FB X ^, 

ifcrWfc pyr.CAEF:pyr.CEFGH = ^X • ; 1 

q u 

en pyr. CEFGH : ACEFGH = 1 : ? x - 4- 1 . 

9 » 
Voorts heeft men: 

pyr. DFBG = pyr. KFBG = pyr. BFGK = pyr. BEFGH , 

pyr.BEFGH:pyr.DEFGH = BF;DK = BF:AFx^» 

EiA 

^gwlg pyr. DFBG : pyr. DEFGH =£ X - : 1, 

waarait pyp. DEFGH : BDEFGH = 1 :? X - + 1 ; 

q f 

maar pyr. CEFGH : pyr DEFGH z=zu:i 

eo bofen Tonden w^ 

ACEFGH : pyr. CEFGH = ?x- + 1 : 1, 
q u 

loodat ACEFGH : BDEFGH =^ x -+ 1 : - + -• 

q u q u 

Neemt men p z^ q of < = tf, dao gaat deze Terhooding in de 

reden Tan gelijkheid oTer, zoodat de halfeering Tan twee oferstaande 

riUen als bijsender geval in deze algemeene oplossing begrepen 

isi <fie ons daarenboven Icttrt, dat bijaldien twee overstaande 

rihben evenredig Terdeeld zijn door een vlak, dat vlak het 

tetraedram dan alken in gelijke helften zal scheiden , als twee 

overstaande riUien gehalveerd zijn; immers, stelt men 

q u q u 

dan vindt men daaruit - =: 1 of - = 1. 
u q 

.Wil men bij eene gegeven verhoadiDg, - = 2 bijv., het 

tetnedmm Terdeelen in twee stakken, die zich als m : « = 7 : 5 
hgv. veriioaden, zoo heeft men 

l _ _| ^ _ 7x2-5 _ ? _ 3 

u p 5x2—7 5 

»- — m 
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XLL VOOBSTBL. 

Baof W. vAif Haabst. 

AU «ten uil iwee punten, die door hunne coordinaien gegeven 
agn^ iwee paar raakhjnen aan eene parabool trekt en da 
raakpunten van elk paar door regie l^nen vereenigif moo warde 
naar de coördinaten van kei an^puni dezer koorden gevraagde 

Opgblost door W. tav Haabst , E. tab dbb Ycb, J. tab dbr 
HoBTBN en A. Psicha. 

Oplossiho van W. tab Haabst. 

Als de yergelgkiDg der parabool y* = 2/is is , dan is (tie 
J. Badob GHiiBBRy Hoogere Meeikunei, § 125] die der raaklijn 
aan een harer panten |, 19 

y„=p(s + |) V (.) 

Zijn na dé coördinaten der gegeven pnnten afi en c,df dan ml, 
als boTengenoemde raaklijn door a,b gaat, bij = p(a + {), 
of, daar {,f| een pont der parabool en das «f* = 2p^ is, 
bn =: ap + il»*, of wel lï* — 2iij + 2ap = O zijn, 

dos n = b dc Vip* — 2flp) 

en gevolgel^k 

_ ^n — op _ b^^ ap ± bvAh^ — Tap) 
^ p p 

Dit zijn alzoo de coördinaten van de raakpunten der raaklijnen» 
die uit bet pnnt ajb aan de parabool getrokken kannen worden. 
Om nn de coördinaten yan de raakpnnten^ der raaklijnen , die nit 
bet pnnt c,d getrokken zijn, te bepalen, behoed men in de vorige 
slechts voor a- en 6, i» en d te schrijven, als wanneer men 
verkrijgt 

d ± K-*. ~ 2cp) en ^'-cp±^y^'^*-^\ 

De vergelijkingen der lijnen die de twee paren raakpunten ver- 
binden , worden dan na eenige herleiding 

y — ^{x + a) en y = ^(» H- c) . . . • (c) 

Lost men hieruit jp en y op^ zoo verkrijgt men voor de coördi* 
naten van het bedoelde snijpunt 

ad — bc pia — c) 

e = ^_^ en gevolgehjk y = C_-_ . 

AA2inaKi5G. Opmerkelqk is het, dat de waarde yan s onaf- 
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hmldgk is van den parameter der parabool, zoodat daaniit 

Ugit, dat^ als men nit dezelfde twee ponten raaklijnen trekt 

«o Terschillende parabolen, die dezelfde as en denzelfden top 

kbboi , al de onderlinge snij ponten der koorden , zooals boven 

iedoeld z^n , in ëén regie lijn liggen , die loodregt op de as 

staat. 

Vemen w^ aan, dat a,b en c^d punten zijn van de lign 

3f =: «a? + fi, zoodat b z=i aa + fi, d ::=z ac + fi en alzoo 

h — d = at(a — c) en ad — ,3c = P{a — c) wordt. De 

B p 

•eoGrdinaten Tan bet gevonden sn^pont zijn dan s = -, y = *«l 

Hiermt zijn alzoo a,b en c,d verdwenen. Alle raaklijnen, die 
men dos oit de ponten eener regte lijn aan de parabool trekken 
kan, bebben hare raakpunten zoodanig, dat de koorden, die de 
venebillende paren b^ onderscbeidene ponten dier lijn behoorende 
laakpnnten vereenigen, elkander in een 'zelfde pont snijden, welk 
ponl de pool van gezegde regte lijn genoemd is geworden. 

XLII. VOOBSTBL. 

Door W. VAw Haabst.' 

Den inhoud de$ driehoeks te bepalen^ die gevonnd wordt 
door de koorde eener parabool en de beide raaklijnen , dis men 
door de uiieinden dier koorde trekken kan. 

Omuost door G. J. Hatthks , A. Psicha , E. tah dei Yen , 

W. ▼AH HaABST e» J. TAB DEB HoBVEll. 

Ofiossibo van G. J. Matthu. 

laat behalve de vergelijking der parabool y^ =: 2px nog ge- 
geven zijn die der koorde y = oj? + ^, dan vindt men voor 
de coördinaten van het ontmoeting8|mnt der raaklijnen aan de 
aiteinden der koorde, die wg a en 6 willen noemen, naardemaal, 

P P^ 

zie wm^ Voorstel vergg. (e), « = - en p = -r- i«i 

, •=!.'=!•• O') 

Denken wë ons no door dit pont eene lijn evenwijdig aan de 
H der s , zoo blijkt oit den vorm der oitdrokkingcn voor ^ en fj 
io het vorig Traagftok verkregen, ten klaarste dat die lijn de 
koorde middendoordeelt en ook den bewogten driehoek in twee 
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gelnke driehoeken Terdeelty die — — a = r—^ tof 

^ * p «■ 

basif , en |/(i> — 2<9») = -|Xjp(p — 2a^) tot hoogte Hebben, 

zoodat men voor den gevraagden inhoad erlangt: 

AAiinEKiiia. Dat de waarde van a in vergg. (a) onafhankelijk 
ia van den paranieter der prabool| leert ons, dat bijaldien men 
eene willekearige regte lijn een aantal parabolen met gemeen- 
ichappelijken top en hoofdas laat anijden en door de snijponten 
raaklijnen denkt , de ontmoetingspunten van alle paren xoodanige 
raaklqnen gelegen zijn op één lijn, die loodregt staat op de 
hoofdas. Haar nog meer: neemt men op onze koorde, waarvan 
de vergelijking is y = sur + ^» twee punten naar willekear aan 
k,l en «1,11, en maakt men de vergelijkingen op der regte lijnen, 
waarvan het, zie bij vorig Voorstel de Aanmerking, de polen 
zijn, zoo vindt men voor de vei^felijkingen dier poollijnen bl^kens 
het aldaar aangevoerde 

y=f # + ^of/y = p(, + *) 

y =5^+C!offiy=p(# + «). . . V (b) 

die, hetgeen zeer de aandacht verdient, geheel den vorm hebben 

van de vergelqking eener raakl^n aan de parabool. Lost men 

daaruit ar en y op, daarb^ tevens in aanmerking nemende ^ dat 

k^l en fn^» moeten voldoen aan de vergelijking y := lur + 0f 


zoo vindt men voor het snijpunt dier Ignen wederom ir =: - , 

SI 

y = ?, uitdrukkingen geheel onafhankelijk van de bepaalde ponten 

SI 

die men op de koorde koos, zoodat het ontmoetingspunt van de 
raaklijnen aan de uiteinden eener koorde gemeen is aan alle lijnen, 
wier polen de koorde tot meetknnstige plaats hebben; dit pont 
wordt daarom wederkeerig de pool der koorde geheeten. Laat 
men de snglijni die een boog der parabool b^renst, allengs in 
eene raaklijn verkeeren , door den boog en dus ook de koorde on- 
eindig klein te maken, zoo verandert de pool der koorde in het 
raakpunt der raaklijn, geheel in overeenstemming met den vorm 
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?aD de reigdgking der pooll^n, waarin men aleohU voor de ooor- 
dinatai k,l van een willekeurig pont die van een pont |,i| der 
pnabool heeft te sobtütaeren, om ie in die der raaUijn te sien 



XUIL VooftSTiu 

Door F. Roirr. 

Indien wm twee eJiander overkruisende regie lijnen de ver- 

gel^kingen gegeven syü, benevens de coSrdinaien van een 

fMm#, Moo vraagt men naar de vergel^king der regie lyn die 

door kei gegeven pmU gaai en op de beide Ujnen ru$i. 

OreiLoar door W. vah Haaist, A« Psicbi, F. Roi» en 
L VAs Dia YiH. 

Opi.0881110 van W. vak Haaut. 
Voor de vergel^kiogen der gegeven lijnen nemen wij y == os+^y 
s = ar -f- Jy yzsa'a + b*, m::^c's + d' en voor de coördinaten 
van het gegeven pont s =z p, y z=:q^ « = «• Stellen wij dan 
voor de vergelijking der gevraagde lijn 

y = ^s -h -Bf s =r Ck + -2) (a) 

100 wordt, gelijk ligtelijk te vinden is, de voorwaarde dat iq op 
de cerate lijn rnaten moet| uitgedrukt door de evenredigheid 

A — aiB — b=,C^e:D — d. . .(h) 
eventoo voor de tweede door 

A — af i B ^ V z=z C — o' : D — d'. . . (c) 
Ooodat zij voorts ook het punt p^ qp » moet bevatten, hebben 
wg nog 

g = ^4-J7ena=Q9 + I>, 
waamit B ^=z q — Ap en D = a-«-Q9.7..(d) 
Sobstitoeert men nu deze waarden in (b) en (c), zoo vindt 

,,..., op -h J — « £'p + d' — e , 

men, kortheidshalve ^ = m en f ., = m' 

gp + b — q a>4-*' — g 

iteUeude: 

C = — (ma — c) + ^m = — (mV — c') + ^m% 

{ma — e) — («tV — cQ 

m — m' 

m'{ma — e) — m(m'af'^c^ 

m — m' 

Dit (i) verkrqgt men verder 

_ (mi — rf)^ (mV^df) 

^ = 1:^ — "^1 » 

m ''» m 
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_ fn'(mb — rf) ^ «ifm V — d') 



D 



m-'fn' * 



zoodat de bedoelde vergelijkingen worden: 

{ma^c)—{fn*a' — c') . («16 — rf)-r-(m'A' — d') 

y = ^ '- X + ' i 

m — in' m — m* 



en 



M =Z ;; JP + ; . 

Ligt het gegeven pont in den oorsprong, alswanneer p = q 

=: « = O ié, dan gaan, aangezien in dat geval m z=z -- cd 

o 

m' = -T/ > ^^ vergelijkingen over in 



b' 



_ l*(ad^bc) — b(a'd' — b'c') 



^~ b'd-^bd' 



d\ad ^ bc) — d{a'd* — Vc') 

'- W^TEd^ ""' 

XLiy. VoO&STBI. 

Door F. RoEFF. 

jiU de projeetiën van twee elkander overkruisende regie 
l^nen benevens die van een punt gegeven zijn , soo ie de vraag 
naar de projeetiën der l^n die door het gegeven punt gaat 
en op de beide l^nen rust. 

Ofgilost 4por W. vin Haiest, F. Roiff, E. vav dbi Vbzi 
en A. A. T. LiDnon. 

Oflossino van W. vav Hiaest. 

Laat men door het gegeven pnnt en eene der gegeven lijnen 
een vlak gaan, dan bevat dit vlak alle lijnen, die men door het 
gegeven pont zoodanig trekken kan , dat zij op de gegeven lijn 
rusten, Constraeert men vervolgens een vlak , waarin het gegeven 
pant en de tweede gegeven lijn liggen , dan zullen hierin alle 
lijnen gelegen zijn, die men, door het gegeven pnnt gaande , op 
de tweede lijn kan laten rusten. Blijkbaar zal de doorsnede dezer 
beide vlakken de gevraagde lijn zqn. Mogten de beide vlakken 
in elkander vallen, dan zijn er een oneindig aantal zulke lijnen 9 
hetwelk plaats heeft, als de gegeven lijnen evenwijdig zijn en 
met het gegeven pnnt in hetzelfde vlak liggen. Als de doorsnede 
evenwijdig loopt met eene van de beide lijnen , bi^kt daaruit , dat 
er geen lijn bestaat. 

Men kan ook, in plaats van het tweede vlak, het punt construeren 
waarin de tweede gegeven 'lijn het eerste vlak ontmoet^ dan zal 
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ecoe IgOy door dit pont en bet gegeveoe getrokken, de gevfiigde 
lijo zgo* Is er geen snqpant, dan ie er ook geen lijn beftaanbaary 
hetvelk ouk nog plaats heefl, wanneer de door beide genoemde 
ponten getrokkene lijn efenwijdig loopt met de eertle gegevene lijn. 

Laten mitadien Fig. 26, AiB^^A^B^ en CiDijC^D^ degqjevene 
iijoen, P|yPi bet gegevene punt sijn. Om dan door bet pnnt P|, P^ 
60 de Iqn A^Bf, kj^ een vlak te brengen, trekken wq door eenig 
pont Aj, A^ van de lijn AB eene lijn A|P|, A^Pf Nu anijdt 
deie ligo bet verticale vlak in F|, F, en bet boriaontale in G4«G^ 
terv^l dit laatate vlak door de lijn A|B|, A^B^ in bet pnnt E|, E^ 
getrol&n wordt. Door deze drie punten vinden wij de dooq^angen 
Tan bet vlak EiBF^. No ia C^D^Di een projecterend vlak van 
C|D|, C^B^, en BI|, BJL^ de doorsnede van dit vlak met bet vlak 
EjHF,, soodat Q^, Q, het pont is^ waarin Cfi^, CJD^ bet vlak 
to^dt. Be lijn PiQi, PjiQs i> alzoo de gevraagde, terwql liet punt 
H|, H| tot verificatie dienen kan. 

XLV. YooaaTBU 
Door A. A. T. Lbdbboei. 

Fia» aile dfieko&kên Me geleken omirek hébben , dengenen ie 
hefélen die den grooMen inbond beeft» 

OreaLOêT lioor £• vah d» Viv, A» A. T. LiotaoKB en M. G» 
Ssota. 

OPLoaaiNo van E. vah dbe. Vu. 

Laat s, y, en s de a^den van den driebeek voorstellen, en tij 
« = ^ (» -f- y -f- s), coo beeft men voor den inbond dea driehoeka 

ƒ = |/a(a — «)(# — y){« — «). ' " 'i' 
Zal dos die inbond een maximum aijn, zov meeti^b^ ddip'de 
oitdmkking onder het wortelteeken aqn , -en\ evenakoT-daatfS 'iftii* 
ttant is, de fonclie ' • ' :'"' .'i'' "'•'^ ''^' * -"Ü* 

^=(a — #)(a-y)la -.«) = (#-«)(# -^y)(*4-y*^^v 

Baartoe wordt vooreerst gevöjrdeftf^ '^ --^^ »i) — A-ho»- <M 

-;^ = (* - '^ÏOf ^ »i -^' (F,+ %- •)} = 0.,^,ov 
Aan deservèl<gyAjk1irg^ fStdoi^ #UiiWaAi^ a^^^f^^ « = '> 

maar de onditaftMfé% t^üiijiSltear ongiWjtod/"" ibmÜ .,[, v^ loob 
Ook door de «iNariletf jP^=r*^'i=rf aAUiÜen zij opgelost, en 

deie geven door HnbstiiittieHii^dfa^t^eRle diftlrenttaalverhoJiAh^ 
1859^1868. E 
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^ = - 2(. - y) = - .,., 

A«.6e..cn nu ^.— , > ^^-^j .., «n ^. — bc.de 

oegaKef sijn , maakt s = y = « den inhoud des driehoek» in- 
derdaad tot een maximum, zoodat hij blijkbaar gelijktijdig a^n moet. 
XL VI. VooasTBL. 
Door A. J. Yiif PascB. 

Ala een getal van m cyfetê door een geial p gedeeld ^ q tol 
f est geeft ^ op wat wijw kan men dan bepalen uhU de rest 
deTMelfde deeling door p a^n sol, hyaldien men de n tjoorste 
cyfere van het getal achteraan ^ of wel de n ackiertie c^fers 
vooraan aet. 

Opgelost door E. tas Dia Van en A. J. vah Pasen. 
OffLosaiRo vam E. var naa Vsa. 

Als men het gege?en ^dl ▼oorstelt door I0"**'"a-f-^, dan is 
10"^ + a het getal, nadat de n voorste cijfers naar achteren 
2^a verplnalst. 

Ru is volgen» de opgavo lO"»— *a -f- A — 9 deelbaar doorp: 
aij dan ook 10'*^ 4- a — - s door p deelbaar, zoo ia a do ge- 
Traa(sde rest. 

ïen eerste kan het zijn, dat lO^-^a ^ b — (10» ^ 4- «) 
mede deelbaar is door p. Alsdan zal ar = 9 zijn, omdat in 
l(h-«a + i — 9 — (10»* 4-a— «), * — g = moei 
zijn. Dit zal bijv. altijd plaats vinden, als p = 3 of ^ 9 is, 
voKiiüa men heeft 

10»-»o + i— (10***+ o) = a(10^» — 1) — *(10«— I). 
Ten andere, bijaldien dat bet geval niet is, zal 
10*-»at*—g--<10»A fa— a?)==a(l 0~-*--i !)--.*( lO»-- 1 M9---4 
of, daar uit lO*-»a -f- i — 9 = /^ 

Tolgt b z=z p^ — 10**""*a + g, 

a(10» — 1) — ^4(10» — 1) — lOnq -h * 
door p deelbaar moeten zijn, en dit heeft plaats als 

fl(10»— 1)— 10»g + x, 
of vel 10» a — (10» g + «) H- sr 
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door ^ gedeeld lan wordco. lodieu meo das q kent, zmI men 
j op de Davolgende wijze algemeen kunnen bepalen : 

Foeg aan de naar nehteren vetplaaUte cgfttê goateel ntdlen 
toe §1$ hel geheele getal c^fer$ bevat, en trek van ket zoo gevormde 
getd den getaüenvorm af dien men verkr^'gt j door achter de 
beierde reet q de naar achteren gebragte eijfere te zetten^ Deel 
voorts het komend verschil door p, dan zal de rest der deeling 
p — z JK^, dat M z = p min de rest dezer deeling^ 

Er koDDcn zich oinstandijjbcden voordoen die de oplossing ver- 
eeofoiidigei] , bijf. als a deelbaar is door p, als p een deelcr is 
rao !()• — 1 , of tan 10», oC van a en 10» beide, enz. 
XLYII. Voorstel. 
Door A. J. VAX PucH. 
B^aldien men uit het keeijiuni eencr gewone epicyclotde voer^ 
stralen OP trekt ^ en uit P loo^l^ncn op die voerstnüen oprigt^ 
wette kromme zal dan al die loodlijnen aanraken? 

Onelost door A. J. van Pescu , E. vA!f dm Vkh en W. nw 
Baaist. 

I. Ohossihg van A. J. var Pzsch. 
De vergelijking van de cpicycloïde is, zie Fig. 27, 
OP = a = ^rSin^\^. 

OP z 

Daar nu OT = OP Sec^ — -—---• = --— - is, zoo zal de 
^ Cos0 Coi0 ' 

vergelijking van de lijn PQ die loodregt op OP slaat en door het 

punt T gaat, tot den oorsprong O zijn: 



== Cot^iz 



Coe^/' 

y = zCot^ -H 2rTangi(p, 
of zCol^ — V + 2rTang\^ = O . . . . (a) 

Om nn de lijn te vinden die alle lijnen bij verschillende waar- 
deo van behoorende aanraakt, zal men functie (a) moeten dif- 
rcreDtaëren' t^ opzigte van 0» dat diifisrentiaalqnoticnt gelijk nul 
hebben te stellen, en de waarde daaruit re vintïen voor Cot(P en 
7*011^^4^ in («) moeien substitueren» dan zal men de vergelijking 
vao de gevraagde lijn vinden; zie J. de Gelder , Diff, Integr. 
en Variatierekening, O. I, bl. 374. 

Een en ander geeft: ^+ ^^1^="^^ 

» c=: iTSin^\(P, 
E2 



''^^,9p^^ 
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Cof0 =: 



2r ' — ^~ 2r 

2r — s 



^ , . 1 — <7m^ ^ « X 

dus voor dé Tcrgelijking; der liegeerdc kromme 

^ ~ P(4rir — *«) ■*" y{itw — *«) ~ ^^ ^' 

xijnde een cirkel waarvan de straal 2r en de mtddellijn derhal ?e 
juist de middellijn der epicyelolde is. 

II. TWBBDE OpLOSSIITG rOfl A. J. TAll PncB. 

Zij M de vaste cirkel, in de stand van den rollenden , als het 
beschrijvende punt tevens aan den omtrek van den vasten cirkel 
gelegen is, dan is dit pont O het keerpont. 

Zij na m| een willekeurige stand van den bewegenden cirkel. 
Zoo men dan ^ Ain|P = Z. AHO maakt , zal P een pnnt der 
epicycloïde zijn ; OP is een der voerstralen , en blijkens de con- 
strnctie evenwijdig aan Hm|. Trekt men no PQ loodregt op OP 
en verder QC, zoo tal, daar PB : BQ = OH : HC, CQ// OP 
en L PQC = 90* zijn. 

Daar no dit onafhankelijk is van eenigen stand van den bewe- 
genden cirkel, zoo zalleo als men uit G met CO = 2f ala straal 
een cirkel beschrQft, al de loodlijnen op de uiteinden van de res- 
pectieve voerstralen opgerigt dezen cirkel aanraken, die alzoo de 
begeerde kromme is. 

XLVirr. VOORSTBL. 
Door A. J. TAN PiSCH. 

De kromme l^n te bepalen , wier raakl^nen mei den ooreprong 
der hoeken steeds een hoek maken , gei^k aan de helft der pooU 
abscis. 

OrfiKLosT door E. vak dbs Vbv, A. J. var Pnca, A. A. T. 

LbDBBOBB , W. TAII HaABST efl J. TAN DBB UoBVBH. 

Oplossirc van E. van dbb Tbn. 
Zij ^ de hoek dien de voerstraal maakt roet den oorsproag der 
hoeken, dan is de hoek dien de raaklijn met dien oorsprong maakt 
;:= ^ ^ , ei| de hoek van de raaklijn met den voerstraa) 
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waaruit voor de ▼ei^ijking der getraagde kromme folgt 

IfêpJogM = — 2Nep.log Sini<t> + Wep.loge, 
^P c 2ö 

die kromme is alzoo eene parabora die haar br^ndpant in de pool 
en 4c tot parameter heeft. 

XLIX. VoOtSTBL. 

Door H. Hbitb. Pibbhtbl. 

ff^ordi getnagd, om in oen 9lak waarin een aanial jmmten 
M, M', M'. . • gegeven «^n, éene fegte lyn te trekken in dier voege, 
dat de eam der hodl^nen die men uitdieimnien aan den eenèn 
kam urn bedoMe i^n daarop kan Uuen vallen, gel^k a$ aan 
de eom der overige loodhjnen die van de atidere 99de daarop 
<gf» neergelaten. 

0»«iuwT doarVL. Ubbe, Pihibtbl, E. var dbb Vbw, A. Psicha 

«W W, VAW HAiBST. 

OpioasiHO van M. Hbib. Pihbrtbl. 
Ittt, 2ie %• 28. 

«, P; a\ p'j a% P%. . . . en«. 
de coördinaten zijn van M, 1', H*'. • . • 
en y =L as + b. . . . {a) 

de versd^king der regte Ign , dan z^o de lengten der loodl^nen^ 
die aao den benedenkaot negatief genomen : 
P — flg — * fi' — anr—b y~iw^ — & 

Om aen de voorwaarde der traag te voldoen , tellen wij de tellera 
bg elkander op en atollen de aom =:= 0. Verder b nit doM Ter-* 
|el§Bng oploasende, heeft men: 

^_ e+fi' + fi'+ a + m' + a'+ 



n n 

waarin de teekena der coördinaten afliankeltjk zqn vab de ligging 
der pnntea ten aanzien der aaaen. 
Hel aantal eenheden in n is blijkbaar gel^k aan het aantal ponten* 

ES 
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Door Sttbsti talie in (a) verkrijgt men: 

n \ n J 

eene oabcpaalde vergelijkliijji* welke aaoloont, dal al de regte lijnen 
die door het pant < 

»+ti'^a' ^ g-H g^ + P'-h. > « 

^ " "« ' ;ï 

gaan, aan de vraag voldoen. 

De gevraagde lijn is die, welke onder geheel willekeurige rigtiog 
getrokken wurdt door dat bijzondere punt, hetwelk de Fransche 
•chrijvera gewoon zijn te noemen: centre des moyennes distances^ (*} 
en dat uit een statiaeh oogpunt niets andera is dan het zwaartepnot 
van gelijke inas$a\s of gewigtcn , welke rnert in de gegevene ponten 
g«*p!aal8t drnkt. 

L. VooasT&L. 

Door M. HKRa. Pibkrt&l. (>)-) 

Met behuip der anafytiêche meetkunde ie bewegen, dat de 

lijnen die uii de hoehpUÊUen van den driehook ioodr^t op de 

oventaande s^den getrokken s^n , eikonder in één en hetwelfde 

punt endden, 

OrttiLOST door G. J. Mattois, M. Ubai. Pimiktcl, £. vah dkb 
Yiif, W. VA!c Haarst ef» M. G. Snokk. 

Oplossihg van C* J. Mattb£s. 
Daar in Fig. 29, waar PKL willckeorig gelrokken is, 
PK = PQ^ : Coe KPQ, 
en PL = PQ, : Co$ LPQ, , 

zoo zijn blijkbaar de poolvergelijkingeri der loodfijnen P|Qi en 
P,Qa als volgt: 

_ p^ Cos P 



Cos (P — (p) 



(•) 



Pi Cos P ... 

2 ^ = "cST^- ^^^ 

(*) Die benaminf laat skb faieniit verklaren, dat de ooürdinaten 
van het bedoelde pnnt , te weten : 

a + a''\'n'''¥. . . g + g' t g* f . . . 
n ' n 

voortlellen het arithmetiieh gemiddelde van de aom der afstanden van da 
Ifegetene punten tot elke der beide coordinaat-atMn. 

(f) Dit voorstel, vroeger door F. Roarv ingexonden, komt alreè 
onder JU**' 9 in het voorftande Deel voor. Moge de hier medee^edeelde 
oploMinj; de herhaalde plaatsing er van reg^tvaardigen. 
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Suil neo deie beide tuuinlen van f aan elkander gel^k, en 
lm iMo dawail ^ op, loo verkrijgt men de bepaalde hoekwaardij 
(^) kehoorende bij de lijo PO die uit P door bet sn^pont der 
ravr kndl^nen gaal. Hen viodi : * 

^ /^x Pi Sin P PjOj „ 

vuniit blijkt dat L ^iPQ «n L P^iQ elkanders complement 
1^9 en dat daa de lijn PO J. P|Ps ttaat, wat te bewqaen was. 

LI. VoOASTBL. 

Door M. Hbrb. Piibrtb&. 

Door eeu in hei vlak vün een gegeven hoek aangenomen pmU 
eeme regte 1^ ie trekken, die mei de beenen van den hoek een 
dfiekod^ begrenü van een gegeven inhoud. 

Okkloot door W. van Haabst, A. A. T. Lbdibobb, E. vau 

BCB YbV, H. H. PlHEllTBi, H. 6. SlTOBB 611 J. VAR DBB HoBVBN. 

Oplossjhg van W. tah Haaist. 
Zq gegeven hoek ABC -= a, sie Fig. 30, en de coördinaten van 
bet pant P, evenwijdig genomen aan de boenen van den boek, zoo- 
dat BD =« en DP = 6 is. Stellen wij dat BXT de gevraagde 
diMoek zi), waarvan dan BX = ^r of BY r= y bepaald moet 

2/ 

«Ofda, terwijl de inbond / bekend is. No is sy = '^. — en 

indegeli)kvonnige driehoeken BXY en DXP is BY: BX = DP : DX ^ 

datisy:9 = 6:# — a, waaruit y [s — a) m bs, of 

My {» — o) = ^'S en dos ook 

-— ^ = A**f of wel JP* — t-tt: — a? + /— ^: = 0. 

Sin a b Sin t» b Sin n 

Hieroit alioo » oplossende vindt men ^ 

_ / ± ^^/ (/ — 'l a b Sin a) 

' ~ b Sin r 

ïenvoodiger wordt deze waarde du«ir PE voor bekend aaii te 

neoien, en alzoo PE = A te stellen, wunt dan is A =r i Sin x 

I±yl{l - 2aA) 
ea dos # = T » 

welke oildnikkiag voor de eooatractie nog gracbikter wordt, als 
»ij haar schrijven « = j ± ^A\A"" ^/ 
Immers nemen wij aan, dat de inhoad gegeven is door de sijdo 

E4 
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m eentquadraals^eD makeD wij BF = BH z=: m en BG = PE £= h; 
f reiken wq foortt GH, en nit F eene lijn FK| daarmede evenw^dig, 
dan is BG : BF = BH; BK, of htm =zm :BK, en derhalve 

BK = ~=1 Maken wi^ DZ = BD, zoodat BZ == 2a en 
h h 

RZ = r- — 2a is, dao behoeven wij op BR slechts een' hal Ten 

cirkel te l)esclirijven , eene loodlijn in Z op te rigten ^ en 
KK = RX'= RL re nemen, om BX en BX' te vinden, welke 
de beide gezochte waarden zijn, want dan is 

KL = I/BK X ZK = i^-f^^ - 2a\ 
en derhalve 

LU. VOOBSTBL. 

Door i. Basbah. 

De regie hoek C eens driehoeks ABC t> door twee l^nen 
CD en CE in drie gelyke deelen verdeeld ^ verder Mijn uit een 
der scherpe hoekpunten A twee lijnen AF en AG van een ge- 
geven lengte a en h getrokken, die CD en CE halveeren. Men 
begeert alenu den driehoek ABC te bepalen. 

Opgilost door J. D. R. Moil, J. Bassaii, W. vah Haaebt en 

J. VAH DBR HoBVBff. 

Oflosbirg van J. D. R. Hou. 

Laat, zie Fig. 31, uit D en £ de loodlijoen Dl en EH op 

BC neder, waarvan de eerste CE in het punt K snijdt. Stel dan 

IK = s en CG =: GE = y, zoo is blijkbaar, wegens /^ CDI 

= L ÜCK, DK = CK =2sr, das Dl = 3dr en CF = i CD 

= t > «Qo = si^ó, terwijl men Ier bepaling fan AC in 

de onbekenden de evenredigheid heefl AC : CE = AD : DE 
= Cl : IH = IK : HE — IK, dat is 

AC : 2y = SP : y — SP, waaruit AC =i -^-^. 

y — s 

De A A AFC en AGC geven nu 

AF«= CF«+ AC2 — 2AC . CF . Cos i(fi 
AG« =z=,C6» + AC« — 2AC . CG • Cos 60» 

dat IS a* = ix^-^- 2-- — . 2L 

(y — «)« y--.« 
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., , 4#»y« 2«y» 

£*= «'-4- i-r'—' — 

^ *^ (»•- 4*y+ '••) : (•») 



Deelt meo form. (b) door fonn. (a), oa alt orent om der beknopt- 
lieids wil in beide y ^ /mt gesteld te hebben , soo vindt men 

lijode eene Tierde-magtafergelijkiog tot de onbekende p diedaaroit, 
bijaldien a en b gegeven zijn» of slechts dereeher verhouding, 
kan «orden bepaald. Dit (a) heeft men blijkbaar 

wydcra AC — BE : AC = CH : BC, 

eiodelijl AB = >/(AC«+BC«)= J!5L >/?L=.^±i . 

t5 — p p*+ d 

LUI. VOOBSTBL. 

Do&r J. Bassin. 

fisMfi driekoekigen driehoek «yn een ctr^e/ en een vterAan/ 
ta^efoAfVfwis, fvett loolfto mei eene der M^'den op de hypoie* 
mue iruet^ b^aidien nu de lengte van genoemde M^de en de 
thfud des eirkeb bekend sjfit, vraagt men den dnekoek m «be 
gegevenê te bepalen^ Moomede te construeren, 

Opcblost door W. tait UaabsTi J. D. R, Mou^ J. Bassan en 

J. TAS DBM HOBTBII. 

Oplossiro van W. van Haabst. 
Zij in Fig. 32 XYZ de geyraagde driehoek, AB = a de 
tijde des vierkants, r de straal des cirkels, beide ingeschreven. 
Stellen wij dan de regthoeksstjden XZ = y, YZ := # en de 
hypotennse XY = «, terw^l wij de loodlijn nit den regten 
hoek op de hypotennse neergelaten k noemen. I9 de gel^kvor- 

£5 
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mige driehoeken ABZ en XYZ lijn de ky|)oiiiiu8cn eTenrcdig 
met de loodlijiieD die er op vallen , dat U a: zzz h — a:A, 

dnf h := . Mafir de dabbcle inhood des driehoeks XYZ 

s — a 

ia zoowel h» als sy^ gevolgelijk ook h = — • Door gelijkstelling 

19 dan ■ = — en «•* =: jry (« — «) . . . . (a) 

z — a s 

Nu mag Dien voor bekend aannemen 

» -h y = » -h 2r en «* 4- y* = a*. 

Dit de eeraJc vergelijking volgt 

ir«-h y«=(«+ 2r)«- iry, 

en, door de tweede, «y = 2r (r -|- «). 

Schrijven wij dit io (a), dan vinden wij 

«* = 2r (r + *) (s - «). of .*-^if^^ = 27^. 

wunrnit men Ügtelijk voor s verkrijgt 

— ^ (g — O ± ^ yj^ + 2or — o^j 
* "" 2r — a 

Om nu dr en y te bepalen, hebben wij terstond 

s + y=z + 2r = ^ x {3r — o + v/'C^^-b 2ar — o«}; 

terwijl ait de vergelijkingen 

* 1- y _ . — (2r - fl)» 

en 2*y=4r(r + «)= 2r -- a ^ 

2r* 
Tolgt(»--y)«= ^^^^^^ X {2ar-3,«±(8«-5r)|/(f«+2«r-fl»}, 

en dos 

(«— y=-I-^' { 2[2«r- «!«+ (Sö- 5r)>/(r«+2«r- o*)]} . 

Van de waarden van d? -H y en s — y alsna bekend, zullen 
de halve som en het halve verschil ons de waarden van f en y 
doen kennen. 

Voor de constructie nemen wij de uil de waarde van s voort - 
vloeijende vergelijking 

5-|-r=5p-^— x{r±K'^ + fl(2r — n)]]. 
Af — ö 
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Wg maken C£ = 2r , dao ü DE = 2r — a; voorts beiclirtjven wc 
op de eerste lijn een' halvea cirkel, en rif;ten uit D eeoe loodlijo 
op, die deozel?cn in L snijdt. Wij trekken LI eTcnwydig met 
CE, en uit F, het midden van CE, FI cfeni^ijdig met DL| 
daa is FI = DL = |/DE X CD = j/a (2r — a). 
Door dan EI te (rekken, wordt 

Ei xz ï/{EF«+ Fl«)=^/ff« + a(2r — a)}. 
Maken wij dus IH =: r, dan wordt daardoor 

EH = r + |/(ra + 2ar — o*) 
co wij b€i>ben derhalve slechu DH te trekken , en uit F eoae lijn 
evenwijdig, opdat DE : EF = EH : £M zij, 
dat is 2r — a : r =: r -h |/(f* + 2af — a*) : EM^ 

waaroit EM = z-^r ——^ — X {r-H l/(r* + iar— a«)). 

Nemen wijnu£0=EN=rr;danisM0=zsenHK=s-H2r:=#+y, 
en het voorstel is tcruggebragt tot de vraag, om HN aoodanig in 
twee deelen te verdeelen, dat de aom van de quadraten op die 
deelen gelijk sij aan bet qoadraat op HO, hetwelk gemakkelyk 
aldus gevonden wordt. Beschrijven wij een gelijkbeenigco regthoe» 
kigen driehoek HOP, waarin MO =: MP = s is, en op deszelfs 
hypoicnuse een halven cirkel. Nemen wi) vervolgens OQ = HN 
= dP + y, en laten wij uit M de loodlijn HR neer, dan is 
HOR de gevraagde driehoek. Immers ^ OPM = 45^, dos ook 
l^ RQM = 45<> en derhalve RQ = RH, waaroit het gestelde 
van zelf volgt. 

Aahmukiho vmt C. J. Matthks* 
Van het dubbele teeken waartoe de oplossing voert, is in boven- 
staande constmctie geen gebruik gemaakt, en zeker alleen het bovenste 
(positieve) teeken gold voor het vraagstuk zoo als het w:is opgegeven. 
Dat dubbele teeken levert intusscben bier wederom een hoogst 
merkwaardig voorbeeld op, hoe het algebraïsch resultaat eener 
oplossing dikwijls veel meer geeft dan gevraagd werd. Immers 
de formule in haar geheel bevat het antwoord op eene veel alge* 
meener gestelde vraag , (e weten naur eeu regihoektgen driehoek , 
b^aUien gegeven Mtjn de eiraal r van in- of hBngeêchreven cirkel 
alsmede de s^de a tan het tierkant dal met z^ne basis op de 
kfpotenuse stoot en de booenhoekpunien in eene bepaalde orde 
op de feghoekaifden óf derzeher verlengden heeft. Immers als 
men binnen een regtoi hoek een cirkel met wiileLeurigen straal 
f bescbr^ft, en zich voorts eene derde raaktijn aan dien cirkel 
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voorstelt, bewegelqk eo het beloop daarvao rondgaande» telkens 
begrensd door de beide loodlijnen, dan ▼erkrijgt.men eene menigte 
Tan regthoekige driehoeken, waartn of waaroofi dezelfde cirkel 
beschreven zal zijni terwgl het tevens mogelijk is een vierkant 
zich te denken dat aan den eisch hierboven gemeld voldoet. Van 
de gegeven grootte van a met opzigt tot r zal het afhangen 
welk geval zich voordoet, en de formalen leeren die omstan- 
digheden volledig kennen. 

GlVAL I. 

Om ons vooreerst aan de meer beperkte vraag van het voorstel 

te honden y is het klaar dat er alsdan eene kleinst mogelijke waarde 

voor de z^de van het vierkant bestaat, wanneer de regthoekige 

2 
driehoek gelijkbeenig is, namelijk azz:-^ r (1 -|- y^); de for> 
• o 

mnles geven dan « =: 2r (1 + ^) en s = y = r (2 + 1/^)* 
Wijders is a i=: 2r een limiet voor de grootste waarde van de 
zijde van het vierkant. De substitatie daarvan geeft « = oo , de 
eene regthoekzijde wordt dan ook oneindig, de andere := 2r en 
er is geen driehoek meer. 

GXVAL II. 
Wordt a iets grooter dan 2r genomen, dan geeft de formule 
voor s eene negatieve waarde ^ zoodat er na, zie Fig. 33, eca 
andere driehoek voldoet| waarbij dezelfde cirkel niet in, maar aan- 
gesehreven is, en wel tegen eene regthoekzijde. Het vierkant kan 
al grooter en grooter genomen worden totdat a z= ** (1 + U^) 
IS, waardoor de worteluitdrokking verdwijnt en men voor de 
hypotennse bij dat maximam behoorende, nit de formole vindt 
s = — r(2 + K2). Grooter waardij is onbestaanbaar, daar ze 
de grootheid onder het wortelteeken negatief maakt. Laat men no 
a weder verminderen , zo^) geeft het benedenste teeken in de for- 
mules nienwe driehoeken » die altemaal voldoen. Voor a ^= 2r 

wordt met dat teeken a =z ~« hetgeen ons in het onzekere laat; 

het is echter gemakkelijk zich door eene opzettelijke fignar te 
overtuigen , dat die waarde in dit geval behoort bij een geli]kbee- 
nlgen regthoekigen driehoek. Het vierkant kan nog kleiner vallen, 
ja tot nol toe afnemen ; de substitutie van a = O zelve in de 
formule, altoos met gebruikmaking van het benedenste teeken, geeft 
s = — f, en eene beschouwing van de figuur overtuigt ons van 
de juistheid ook van dat resultaat, bovendien heeft men s — y r= — r 
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en « + y = r, waaniit y = r en 4r = 0; de driehoek it dos 
weder te niet geg^n. 

Gbyal IlL 
Eindelijk kan a negatief lijn, hetwelk te kennen geefi, dat het 
vierkant aan den anderen kant van de raaklijn die door de beide 
loodlijnen tot eene hypotenoae begrensd wordt, komt te liggen. De 
schoinache zijde is wederom negatief, en de cirkel is thans aan* 
geschreven tegen gezegde schoinsche zijde. De grootste waarde die 
no a nnmerfek hebben kan, waarbij #--*-y nog bestaanbaar blijft, 
is fr(|/2 — 1)> en de substitutie van a = Jr(l — ^/2) geeft 

« = 2r(l— 1/2) en « = y = r(2 — ^/2), 
zoodat ook hier wederom de driehoek gelijkbeenig is. De betrek- 
kingen tosschen a en r, waarvoor , blijkens formnles en figaur, 
driehoeken mogelijk zijn , bedragen van en met 

a = — |r(K2 — 1) tot r(l + f/i) 
ingesloten. 

LIV. YOOASTBI.. 

Door J. BissAR. 

In eenen regtkoekigen driehoek iê een cirkel beêckreven: b^» 
aldien nu de afstanden der toherpe hoekpunien M de raakpumien 
mei de regikoekg^den gegeven syn, begeert men den driehoek 
te btpabn. 

Opgblost door W. var Uaabst, J. Bassar, A. A. T. Lbdbbobb 

en i» VAR DBB HoBVBR. 

Oflossirg ram W. vab Haabst. 
Laat van den driehoek XYZ» Fig. S4, de zijde YZ = jr, 
XZ = y en XY= s zijn, voorts den straal des ingeschreven cir» 
kelsy die jr in A en y in B aanraakt, dus AZ = BZ = AH 
= UB = r; en zij gegeven BY = a, AX = 6^ dan is blijk- 
baar jr = |/(a* -* r*), y = |/(6* — r*). Daar vervolgens 
(*H-y + «y=^cna?-4-y — «=2ris,mort 2f(jp-t-y — r):=jry 
zijn. Door dan hierin de waarden van s en y te schrijven, wordt 
2n/)B* _ r«)-f- 2n/{b* — r«) = 2r« + K«* - f *)(**— r>), 
of wel 

5(a« + *>«— 13f*— a*A» == — 4rV(a* — r*){b^ — r«), 
of, nogmaals het vierkant der beide leden genomen, 

163rg — 114(a« + A«)r« + 6(6a! + l2a*A» H- &b^)r^ 
- 10a**«(a« + i«)f> + a»** = 0. 



gitizedby Google 



78 WISKUNSTIGE 

Zijn a enb \n getallen gegeten, dan kan daaruit r^ worden opge- 
lost , en aladan is 

s = Kfa» — r>), y = |/(6* — r*) en a= ^(o> -h ** --2r*). 
AuRSiEtKiiiG tan C. J. Mattues. 

Bovenstaande oplossing geefl weder meer dan verlangd werd. I)<^ 

vierdemagtavergelijking in r' wijst op vier wortels, waartoe litt 

vooratel geen aanleiding schijnt te geven , trouwens het verkregen 

antwoord past op eene veel uitgebreider vraag, te weten: om een 

regihoekigen driehoek Ie vinden^ ak gegeven ayn de iifnen die 

uit de scherpe hoekpunten naar de raakpunten gaan mei een 

in- óf 9iAnge$chreven cirkel. Dat dit inderdaad zoo is, kan op de 

volgende wijze blijken. Bijaldien men in de bewuste vergelijking 

6=0 onderstelt, gaat zij ove^ in 

163r» — 228fl«r« + llOa*r*^~. 20a*r« + a« = O, 

waarvan het voorste lid in factoren ontbonden aldus kan worden 

geschreven : 

(17r* — 14aV* -h a*) (Sr« - «»)» = 0. 

Se beide gelijke waarden r^ zr: fa' gelden voor den cirkel die 

den gelijkbeenigen regtboekigen driehoek is aangeschreven tegen 

eene der regthoekzijden , hetgeen gemakkelijk valt in te zien. Stelt 

men den anderen tweedemagtsfactor gelijk nul, zoo vindt men 

7 ± 4|/^2 
daaruit door oplossing: r* = — a*. Het bovenste leeken 

geeft het vierkant van den straal eens aangeschreven cirkels tegen 
de hypotenuse, en met het onderste teeken genomen zou deze 
waarde van r^ het eenig antwoord zijn op het gegeven voorstel , 
bij gelqkbeenigheid. 

LV. VOORSTKL. 

Door J. Bassah. 

In een regtJioekigen driehoek tê een cirkel beschieten en eene 
l(/n die den regten hoek halveert, getrokken tot daar waar aij 
den cirkelomtrek treft; aoo nu gegeven z^n de afstanden van 
dit punt tot de scherpe hoekpunten , verlangt men den driehoek 
te bepalen, 

OrftfiLosT door W. tan Haaest en J. Bassan. 
Oplossihg van W. van Haaest. 

Trekken wig , zie Fïg. 35 , de stralen AM en BM en de lood- 
lijnen PC en PD. Noemen wij de zijden van den driehoek XTZ; 
s, y eu 9 f den straal r, en PY = a en PX = 6 gegeven. 
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Mn i< IZ = ri/2, MP = r, diu PZ = r(»^ — 1), 

Toori* DP» + DZ* = 2DP« ^ r» (k« — 1)», 

en dna DP= DZ=CZ=CP = \r\/\Q — 4k'2) = \t{2 — 1^2). 

Daaruit Tolgt 

CY=* — CZss* — ir<2 — ^'2) en DX = y — if(2— 1/2), 

en dewijl CY* = PY» — CP» ea DX» = PX» — DP» i«, 

MO hebban wij 

(, - ^r(2 - |/^)} * + ir»(2 - |/2)» = a» 
en (y - 4r(2 - i/2)}» + \r\2 - »^)« = b\ 
uit welke verf^elijkingeo onmiddellijk volgt 

s = ir(2 - 1/2) ± ^/{a> -- ir»(2 - |/2)»} 
en y = ir(2 = \/2) ± V/{h^ - ir»(2 - k^2)«}.e(a) 
Hierdoor i^n do drie zijden bekend als de straal des ingeschreTen 
cirkelt gevonden is. Dit de beide bekende vergelijkuigen 
r(« + y-l-«)=*3fen«-f-y—/i = 2r. volgt 2r(«+y — r)=*y. 
Schrijven wij, om eene vergelijking in r te bekomen, de gerondene 
waarden van jt en y in deze vergelijking, eerst voor de beknoptheid 
|r(2 — |/2) = /> stellende y dan is 

2r*(l — v/%) ± 2rv/{a^ - p«) ± 2n/{b^ — p«) 

= ir«(2 - 1/2)» ± ir(2 - |/2) [|/(«> ^ p>) 

"f ±(2 4- V/%y {|/(a» - /)») + |/(A* - p«)} 

= 2|/(«* ~ ƒ>*) (** — f^) - ^*(1 — 2»^). 
Beide leden in hel qnadrnat brengende en de waaide van p daar- 
voor schr^vende waar zij rationaal voorkomt, vinden wij 
(7 — 4|/2)r* — 3(«« -h 6«)r« -h a*A« 

= 4rV(«* - p*) (A* - p») (b) 

Dit nogmaals doende en rangschikkend<», krijgt men 
(13 — 8|/2) r» ~ 2(9 -^ 4|/1i) («» H- A*)r • + {8(2 — |/2)a«A> 
+ 9{a^ -f A*))r* — Qa^b\a^ -f- A*)r» -h a*i* = O, . .(c) 
welke vergelijking men ook aldus kan sehrijven 

{^r\a^ + *» -• r«) — aH«) » + 4r* ((1 ^ 2i/2)r* 

4- 2(a» + h^)r^i/2 — 2(1 + j/2)a*A«}= O (d) 

Zijn derhalve a en i ia getallen gegeven , dan kan men hieruit 
r oplossen en in de vergelijkingen (a) substitueren ^ waardoor s, y 
en dus ook s bekend zijn. 

Daar de bedoelde deellijn den cirkel in nog een pont P' snijdt, 
kunnen ook P'Y == a' en P'X =r h* gegevea «ijo. In dat 
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gevil zallen de vei^ItjLiogeQ (a) dcDzelfSea vorm beboadeoi 
alleen zal daarin OTeral 2 *- v/2 veranderen in 2 + \/2. Hen 
zal dan op dezelfde wijze de verfjelijking; in r kannen vinden. 
Aaribbkiiig van C. J. Matthbs. 

Ook dit voorstel is slechts een bijzonder geval van eene meer 
algemeen gestelde vraag, waarop de verkregen oplossing bet vol- 
ledig antwoord bevat, te weten: Om een regihoekigen driehoek 
ie bepalen, bijaUien gegeven syn de afaiamden der scherpe 
hoekpunten van hei puni waarin eene lijn die den regien hoek 
halveert den ingeschreven of tegen de schuinsche a^de aange- 
schreven cirkel sn^di. 

Om biervan voldingend te doen blijken ^ stelle men slechts in 
vergelijking (b) ft = a, zoo gaat ze over in 

(13 — 8 |/2) r* — 10 a* f«-i- o* = O 
of 41r*— 10 (13+8 k'2)a«r«+ (13 + 8k^)a* = O, 
welke opgelost, geeft: 

^ = lrL|i^a« en r^—{3 + 2y^)a^ of r =(l -h ^/2)a 

De eerste waarde voldoet alsdan aan het eerste, de tweede aan bet 
laatste lid der vraag. De waarden ook van x* en y' in r oitgc- 
dmkt, zallen hoegenaamd niet verschillen van die voor s en y 
verkregen, terwijl men, ter opmaling van de vergelijking in r 
zal hebben r (jr'+ y' — %') = s'y' «i jr' -f- y' -f- *'= 2r, 
waarait evenzeer volgt 2r {s' + ff' — ^) = 'V» «»^*t m^n 
noodzakelijk tot dezelfde vergelijking moet geraken. 

LVL VOOESTBL. 

Door J. Bassan, 

Men begeert eene rekenkunstige alsmede eene meeihmstige 

reeks ^ elke van drie termen,- in geheele getallen te vinden, 

soodamig dai de producten der overeenkomende termen quadraien 

worden, 

Op«blost door J. Bassau , A. Psicba , J. var dbi Hobvbr , 

H. G. Shobb, J, D. R. Holl en A. A. T. Lbdbbobb» 

Oflossirg van J. Bassah. 

Stel de meetknnstige reeks ar, sy en sy* 

»* g* 2g« n» 
en de rekenknnstige ^— , ^— en -=— -^ •=-— , 
" s sy sy s 

(2g* «*\ 
— ' — '^—-j «y*= 2q*y — />*y* een quadraat zijn. 



gitizedby Google 



o P « A V £ N. NO. 56 en 67. 81 

Stel nu 2}>y — p»y» =rVf ^o« 2^' — P*y = »**y» 

y = J^ ^ cii ~ -^ = — 

p^-hr^ «y * # 

dan vordea de reeksen: 

«» «* ^ f» r» 

Om nu geheeie getalleti te verkr^geo/Termeoigvaldigf men de 
!• reeks met {p* + r')* eö de 2« met 4»*, als wanneer rfc 
pfodncten yierkanien btijven. THt geeti: 

4p>s,2(p* ^f«) «, 4r»*. 
Z^ biyv. /»=::2,9=d9r=:i4en jrrr5, 
zoo Tindt men: 

2000, 1900 en l«20; 
80, 300 ra 320. 
LVIK VoossTiu 
Door J. Bassar. 
Zonder behu^ eener hoogere magiavergel^king , twee getallen 

te vinden die êieckiê ém .tefêdnllen, soodtmig dei — tan ket 

grooteêe eoeveel hedraagt ai$ de enbiekworiel uit ~ twn het 

kleintte^ toorts i$ het product van % en y een vyf hoekig getal 
tot den wortel Sp terw^l dit vi^f hoekig getal tyf grooter is 
dan de som der getallen s en y. 

Omklost door J. . Bamaa, W. vaji Haami, J. D. R. AIoll, 
J. TAH Dn HosytR en M. G. Saosa* 

Oplossiho van J. Bassar. 
Volgens ons voorstel is dpy = ijr {ix — 1), waaruit 2y = ds — 1, 
ferder «««—* = 2 (* + y 4- ö) = 5jp -f- 9, 
dos »* — 2;r — » = (* -♦- 1) (s — 3) = 0. 

IkMur » de wortel is van eeo veelhoekig getal, voldoet hier 
eakd « «* 3 1= O, eu is dos s =r 3 en y = 4. Hen steile 
akoo voor de gevraagde getallen 3e en i^, zoo heeft uieu iiug: 

3j — 4«» = s (3 — 4s«)=l. 
Zq na s = Sin0, dan is »• = Sin^ = 1 -^ Cos^, en 
men heeft ^mi^(4 Cas<(^-^ 1} = ^^30 = ^ 
1869—1863. F 
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dos S(P = m of =7200+900=810», 

en = 300 of = 2700- 

bijgevolg » = Sin 3(fi = i of = Sin 270» = — 1 , 

zoodat de begeerde gelalleo zijo: 

1^ en i alsmede — • 3 en «- 4. 

LVUI. VOOISTIL. 

Door L. Hobfuaobl. 
jéU men bij een getal van tier c^fen al de getallen optelt die 
door verplaatsing van des%elfê c^fers ontstaan ^ komt er 90660 
meer dan de som der getallen bedraagt welke men met de cyfers 
der eenheden, tien- en honderdtallen kan aamenstellen, teno^l de 
laatste som wederom 2565 meer bedraagt dan de som der getal' 
len die met de cijfers der eenheden en tientallen kunnen worden 
gemaakt, Welk is dit getal? • 

Omblost door W. van Haamt, L. HoiFHiaiL, A. PttcHA, 
J. D. R. MoLi» J. TAii DLH HoKviir en M. G, Snon. 
Oplouihg van W. tar Haabst. 
Laat de cijfers vao voren af a, b , c en d zijn. Daar men vier 
elementen op 24 verschillende wijzen verplaatsen kan, zoo moet 
ieder cijfer zesmaal op elke plaats voorkomen; de aom van al 
die getallen zal dan moeten zijn 

e(a + ^ + o + rf) (10» + 10« + 10 + 1). 
Daar voorts b, c en d zesmaal verplaatst kannen worden , en 
alzoo op elke plaats ieder cijfer tweemaal voorkomt, it de som dier 
getallen = 2{b + c + d) (10«+ 10 + 1). 

Aangezien eindelijk c en d slechts op twee wijzen verplaatst kunnen 
worden, is de som dier getallen (c +• d) (10 + !)• Volgens 
de opgave hebben wij alzoo deze beide vergelijkingen 

ll(c + J) 4- 2565 = 222(6 + c + rf). (a) 

en 222 (i -^ c + rf) = 6666 {a-^b + c + d) — 90660 . . . (b) 
Uit deze laatste volgt 

1111a + 1074(6 -f- c -^ cf) = 15110, 
waaruit blqkt dat a even zijn moet. Vergel. (a) geeft 

2566 = 2226 + 211 (c + rf), 
en hieruit besluiten wq , dat c «4- </ oneven en door drie deelbaar 
zijn moet , dos drie of negen , maar voor o -f* ^ = ^ wordt b eene 
breuk, zoodat er slechts overblijft c + d =:9, en dan is 6'= 3. 
Nu hebben wij dgor gelijkstelling van (a) en (b), na door elf 
gedeeld te hebben, 

c + d + 8476 = 60e(ö + 6 + c + rf), 
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en, daar ü H- >< = 8 »> 8484 = 606(a + & + 8), dat ia 
a 4- ^ = 5, en doa daar ^ = 3 is, a = 2. Dewijl er Toortt 
geen voorwaarde is die c eo J bepaalt, zoo lijn er tien getallen 
die voldoen, nameUjk 2309, 2390, 2318, 2381, 2327, 2372, 
2336, 2363, 2346 en 2364. 

LIX. YoomaTBL. 
Door L. HoaFVAou. 

Emigo «o» elkander verackiUende pontiove getaihn Ie etfubn, 
waarvan de vier eerste eene gewone evenredigheid , en de overige 
eene opklimmende meetkunstige reeks vormen , Moodanig, dat de 
som der quadraien der vier eerste getalien 2622 , en de som van 
de euben der overige 126387 bedraagt. 

OraiLosT door W. vaji Haabst, L. Hobfiiigil, A. Psiciu, 
J. D. IL MoLL, J. TAii DBB HotvsR en M. 6. Shoba. 
OpLonino van W. var Haabst. 

Het voorstel bevat twee vraagstukken, en wel 1®. eene gewone 
evenredigheid te vinden, zoodanig , dat de som van de quadraten der 
termen 2622 is, en 2^. eene opklimmende meetkunstige reeks, 
zoodanig, dat de aom van de cnben der termen 126387 bedraagt. 

Wat bet eerste aaDgaat, zij de verhouding der evenredigheid 

— en de evenredigheid zelve am : on z=z bm i bn^ dan moet 

n 

a^m* + a^n* + b^m* + 6»fi> = (o* + i«)(m> +«>)= 2622 
=: 2.13.97 zqn. Dewijl nu a* + b* =z 2 niet plaats kan 
hebben, daar alsdan a z=r 1 en i& = 1 zijn zon, zoo blijven er 
slechts twee gevallen over, namelijk a* -^ b^ =z 26 en a^Hr^' 
= 194, want de verwisseling van a en b met m en n zonde 
dezelfde evenredigheden voortbrengen; in deze beide gevallen 
is m* + n* = 97 en m* -f- n* = 13. Ieder van deze 
vier getalien kan slechts op ëén wijze in twee quadraten ont- 
bonden worden, doordien zij of ondeelbaar zijn of slechts 
éénmaal den factor 2 bevatten; en die ontbinding is gemakkelijk 
te vinden, want 

26=26+l,194=l69 + 26»97=:81 + 16 en 13 = 9 + 4; 
daardoor is dan 

ac::5 en i&=l, of a=13 en bziz5; mr=9enn=4 of iic=:3 en nc=2. 
Ook hier zon de verwisseling van a en £ en van f» en » geen 
grooter getal evenredigheden opleveren. Bovenstaande waarden geven 
dan de evenredigheden 

46 : 20 == 9 : 4 en 39 : 26 = 16 : 10. 
F2 
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Wat DO het tweede betreft: zij de meetlimstige reeks 

Fi P9f P9^f ƒ>?• en»*! 
dan moet p\l + j> + j« h- ^« enz.) = 128387 = 8».S1.1Ö1, 
derhalve p = i en 1 + j» H- 9* -f. 9* + enz. =1 31.161 =4681, 
of q^il + <y» + j« + enz.) = 4680 = 8.«J17. 
dat ^ = 2 en 1 + 9* + f • + enz. =6x117 = 685, 
dat is 9»(l+g»+g« -Henz) = 684 = 8x73 = 8(1 +8-h8«) 
iqik Blikbaar is dos de eenige reeks 3» 6, 12, 24, 48^ vaervaQ 
geen der termen met cenigen Icrm é^ gevonden evenredigheden 
overeenkomt, soodat er twee en niei meer dan twee aaiwoorden 
op de volledige vraag bestaan. 

LX, VoOBSTSL. 

Door C. J. Hattoes. 

Hoe moei men door een pmU dai binnen een bepaalden hoek 
gegeven ü, eene regie hjn irekken , opdai de driehoek door die 
regie }gn en de beenen van den hoek begremd^ een minsten 
inhoud hebbe? 

Ofoilost door W. vah Haaist, C. J. Matthbs, A. A.T.Lbdb- 

BOBB, E. VAR DBB Ybh , J. VAR DBB HoBVBIf en M. G. ShOBR. 

Oplossirg van W. var Haarst. 
W^ voaden in bet JA^ voorstel, waarbij Fig. 30 behooK, 



= T± 



Uit deie waarde blijkt, 'dat sr bestaanbaar 2al z^n, zoolang ~ 

h 
niet < 2a wordt j de kleinste waarde, dié I alzoo verkrijgen kan, 

is, dat 2':= 2a of / = 2ah wordt. Maar ïn dat geval wordt 

s = 2a. Trekken wij das ait Z eenc lijn door P, dan is BZZ' 
de driehoek, welks inhoud een minimom is. 
LXI. VooasTBL. 
Door C. J. Hatthbs. 
Fr^e naar hM bmoi/e der bekende stelling: dai de koerden 
aan drie cirkels, die elkander sneden, twee aan twee gemeen, 
daer ééntelfde pmU gaan. 

Opouost door C. J. Mattrbs, J. var obb Hobvbr, W. var 
Haa«8t em J. Bassar. 

Oplossirg van C. J. Hattiibs. 
Laat Fig, 36, A, B, C de mtddelponten en r^, r^^f, de ICralen der 
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in ligging ea grootte gegevea cirkelt, io O bet doonngdiogtpvnt 
▼an de koorden Hl en OE zijd. Als men dan nit A door dit 
pont de ]ijn iO trekt snijdende den eirkelomtrek B in de ponten 
T^ en U^ en den eirkelomtrek C in V3 en 0^, soo heeft men 
HO X 01 = ü, O X OV3 = ü, O X OVj^ 

=:(AÜ3 ^ AO)(AO — AV3)=(AD9 — AO) (AO — AV.), 
waaroit na herleiding: 

•A0(AÜ3 4-AV3)- AÜ3.AV3 = A0 (AU, + AV^)— Aü,. AV^. . 
of als men de loodlijnen CX en BM op AO laat Tallen: 

2A0 . AN — AS X AT = 2A0 . AM — AP . AQ, 
dat is 2A0 . AN — (AC« — r*) = 2AK . AB — (AB^ — V) 

=:fa«-AB(AB — 2All) = V-.AB.BW = r4«; 
zoodat AO. AN = i (A(? + r4*— r3«) = AC.AL, 

vaamit bl^kt: dat de loodlijn uit het pant O op AC neêiigfhiteB 
in L nederkomt en akoo zamoBvalt met de derde koorde FO, die 
mitsdien. mede door het punt O gaat. 

LXll. V 00 m s T t L. 
Door W: yin HiimST, 

Ah vmn drie Mlen die tUumder ên^fdm^ dê sinalsfi m do 
ondêfiinge afêkmden der middelpunien gegovm »f^, de lengU 
der gemeenschappel^ke koorde te bepalen. 

OvGUoST door G. J. Hatthis en W. tah Haaist. 
OpLossiaft f<M G. J. Mattiis. 

Iaat Fig. S7, ABC het viak z^n van de drie middelponten 
A, B en C der bollen, waaran vij de stralan respectieTel^k r^^ 
r^ en f^villsp noemen, zoo is het klaar, dat de gevraagde koorde 
door 'het genoemde vlak loodregl gehalveerd wordt en wel in het 
aan de drie koorden DE, FG en Hl gemeenschappelijk pnnt O. 
Beschrijft men dns op DB bi|v. als middelÜjn een cirkel en trekt 
men di»r O de aan AB evenwqdige koerde HN in dien cirkel, zoo 
zal de kngte van MN ook de gevraagde lengte moeten zijn. Het 
komt er dos op aan om MIN = 2190 in de gegevens nit te drnkken. 

Aangezien om den vierhoek AKOL een cirkel kan worden be- 
schreven, leveren de A A AKL en AKO de navolgende evenre- 

dighedeo Ofi 

Sin J X Sin ALK z=z Sin A . Sin tS)ï. z=: U, i AK, 

Sin AOR ; 1 = AK ; AO 
pindiKt geeft: * ^n ^ : 1 = RL : AO 



IL* 
Bggerolg is M0«= r,^ - A0* = f,*- ^^j^^ 

F 3 
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AR* + A]L> — 2AK . AL . Coui 



_ r*Sin* ^ — AK« — AL« + 2AK .AL. Co* A, 
~ Sin* A. 

Sabatitneert men in deze waarden 

•"*"• — 2b ' 

zoo vindt men, na behoorlqke herleiding en ontwikkdiog; 
HN=i»/{a»*»(^»H.r,«)+i»c«(r,» +r,«)+c»««(r,« + r«,) 

-•*{«*'i*+('i*-'-.»X'-i*-'-.*)]-A*[**r.*+('',»-r,«X''.*-''i»]) 
-c» [c« V +(r,» ~r,»)(r,» ~r,»)]- o» 4» O»}. 

Zijn de stralen der bollen even groot, zwiÓBt r^z=:r^:^r^\9f dan 
wordt de begeerde lengte, als men den straal des omgeschreven 
cirkels aan driehoek ABC = R stelt: Koorde = 2|/^(H — R*\ 
welk resultaat zich liet verwachten, bet pont O toch komt alsdan 
van de hoekpunten des driehoeks op gelijken afstand te liggen. 

LXJII. VoOBSTSL. 

Door W« VAR Haabst. 

Jh drie bollen elkander snijden^ kan fnen sich een oneindig 
aantal bollen denken ^ die dengelfden airaal mei een der gegeven 
bollen en met de beide andere bollen dezelfde koorde gemeen 
hebben. Men waagt naar de middelpnntsvergelijking der meei» 
kunetige plaaiê van de middelpunten dier bollen» 

Omilost door C. J. Hatthbs en W. tak HAAatr. 
Oplossiho van C. J. Mattobs. 

De beschouwing van Fig. 37 overtuigt ons gemakkelqk , dat 
bgaldien men zich uit het middelpunt A stralen naar de uiteinden 
der aan de drie bollen gemeenschappelijke koorde denkt; de top 
van den aldus ontstanen gelijkbeenigen driehoek» bij wenteling om 
deszelft basis, de hier bedoelde meetkonstige plaats oplevert» 

Het cal bijgevolg een cirkel zijn in het vlak van ABC| waarvan 
O het middel pont en AO de straal is. 

Zij nu OT =: if gegeven, en neemt men k voor den straal 
der cirkeldoorsnede van de bollen B en C, zoo wordt blijkbaar 
da gevraagde middelpuntsvergelijking 
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LXIV. VOOBSTBU 

Door W. VAH IIaamt. 
JKm vraagt naar de vergel^king van een cirkel mei gegeven 
siraal, die eene gegeven regie lijn in een gegeven puni aanraaki. 
Opoklost door C J. Mattbm, W. tan Haabst, J. yar dbb 
HoBYBR en AL G. SroU. 

OpLossiHa van C* J. Mattbbs* 
Zi) de vergelijking der gegeven regte lijn y =z as + b en laat 
(# — m)* + (y — «)* = r* den vorm der gezochte vergelijking 
ziJQ, zoo komt het er enkel op aan de qoordinaten m en fi van 
het middelpunt te vinden. Daartoe kan in de eerste plaats dienen 
dat een pont van de regte lijn {p, ap -|- b) ook aan den cirkel 
gemeen moet zijn, en ten andere dat de straal van dit pnnt lood- 
regt op de regte lijn moet staan. Dit geeft ons twee vergelijkingen 
{p — m)> + (lip + i — n)* = r« . . . . (a) 

en (ap ^ b — n) := {p — m) • ; • • (b) 

iraannt men door oplossing vindt 

zoodat de vergelijking is 

weUke» daar de bovenste teekens b^ elkander behooren, zoo ook de 
onderste^ twee cirkels aanwijst die de vraag beantwoorden. Voor 
a =: O en & = O, dat is als de gegeven regte lijn tevens as 
der ahicissen is, gaat de vergelgking over in 

(X - py + (y ± r)* = f*. 

LXV. y o o B 8 r B L. 

Door W. VAR Haabst. 

De vergelijking van een cirkel ie bepalen f die eene gegeven 

regie /|§ffi tfi een gegeven puni en bovendien nog eene gegeven 

regte lyn' aamaaki, 

Omblost door C. J. Hatthbb en W. van Haabst. 

Oplossiho van C. J. Matthbs. 
Xaat y :=z a^ X + b^ en y =z a^ 9 -^ b^ de vergelijkingen 
der gegeven regte lijnen, p en a^p + b^ de coördinaten van het 
op de eene aangenomen raakpunt zijn, dan hebben wi] in het vorig 
voorstel gevonden voor de coördinaten van den cirkel die de eene 
legte lijn in bet bepaalde pont aanraakt, 

F 4 
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Bltmineert men ait dece beide p, daarna ^^ en b^ door a^ en b^ 
verrangendo, loo verkrijg meo oaoe derdo vergelijlMng 
a^m + b^— n = ± ri/{a^ + l)f 
die blijkbaar de Toorwaarde oitdrokt dat de cirkel nog bovendien 
ergens de tweede gegeven regte lijn moet aanraken. Heu heeft na 
drie vergelijkingen tot drie onbekenden m, n tn r, die daamit 
alzoo konnen worden opgelost en wier waarden .men ten laatste in 
de algeraeene vergelijking van den cirkel 



(, _ fny -f- (y — ny — 



i 



zal hebben te sobstUaeren. Het schignt dal er vier antwoorden op 
<le vraag he^taan9 va» de vier cirkels vctrvallen er echter steeds 
twee door de bijzondere plaats van het gegeven raakpunt aan de 
eene of de andere zijde vap het doorsn^dingspont der gegeven lijnen, 

LXVI. VOORSTBL, 

Door W. TAw Humt. 
, Door êen Mel/de pmU binnetk een gegeven driehoek gifn lapten 
ml de hoekpunten naar de overgaande. 9tjden getrokken. Ah 
men nu de hoeken kent, onder welke twee der en^'^'nen cp de 
M^den vallen, begeert men den hoek U bepalen dien de derde 
enijlijn met de bijbehoorende zijde maakt. 

Opoblost door C. J. Mattbbs, J. Bassan, W. var HAABSt en 
M. G. BifOBR. 

OPLOSSIRO van C. J. HATTHtS. 

Het is duidelijk dat de gevraagde bepaling geenszins vordert dat 
de driehoek in zijn geheel gegeven zij , de kenoif der hoeken is 
daartoe voldoende, biJKCvolg het gegeven zijn van slechts twee 
hoeken fi en C bijv. in A ABC, zie Fig. 38. Stel voorts £^ AEB :^ fi 
en L BFC = y, zoo komt het er op aan den hoek CDA, = ^ 
in de bekenden ait te drakkeu. 

De regel der sipossen geeft ons na terstond ait de driehoeken 
ABO, BCO en CAO: 

-KnABO ; SinBkO :i= AO : BO, 

«éiBCO : «nCBO = BO : Coi 

Sin C\0 : SinkCOz s CO : AO, 

** ABO- ^mBCO. «nCAO = .RnBAO. Sin CBO. Sin ACO, 
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dttii Sin{P + J). Sin{y -h B). A«(^ + (7) 

s Sm{^ — B). 9in{P ^ €). Sm(r — ^> 
Jfa(^— g)_ iy»(g-^^,Sm(y4-i!0 . 
«« (♦ + Cj óf«0 — C) . St« (y — y^y 
Sin ( j> — jB) T4mg4' .Co8B — SinB 



Sin{i^ ^ O^^Tang ^ . CosC -^ Sin C ' 
bgfefol^ Têi^^ 

_ SinB. Sitijp^C) . «ii(y ~ A)^ SinC. Sin{p'hJ) . SinJr'^B) 
"" CoiB.Sin{p—C).Sin{y^A)—Co$C. Sin(p^ji). Sin(y+B) 
_ SimB.Sin{C-p ySin{B+C'i^)+SinC.SiniB+C-P).Stn{r^B) 
"" Ö»J» «ii((7-P).«f<^+^+y)-e'of C Sin(B+C-'P),Sin{Y^B) 
_ 2{SinB.Sin{R{y).Stn{2C-py\'SinaSin{C'-p).Sin(2Bfr)} 

Cos{2B+y).Cos^^Co8{2C—p).Co8r * 

Stelt men hierin P = y =;: 90®, of y = 180® — ^ benevens 
B^^C:^ 45®f zoo wordt Tang ^ oneindig, gelijk behoort. 

LKVIL VeoisTftu 
Door W. VM Haabst* 
De lêngie der in hei vorige vooreiel genoemde emjlijnen U 
mndetif alsmede die der êtukken waarin se elkander verdeelen. 
OpciLotT door G. J. BlATTHka, W. taii Haaist en M. G. Svoeii. 

Oplossing van G. J, Matthis. 
Mfen vindt terstond, zie Fig. 38, met behulp van den sinnsregel, 
. 0/.P 17D BC.&fiBCE a.SinC ,. 

OU z^IK:0;OB=?^-J?^ 

AfiCOB ««(^+P — y) ^' 

bqg««lgEO=EB-0B-«. sinfiSiniJ+P-r) ("> 

E««ao-.tABt3'.CP=-^^-^_ = _^-_ (d) 

«.«i. A BOO. CO =; °°:.^^r-=r ■>"♦. f'^^'P) (e) 
" ' Sm COi Sit^Al+fi—y)^' 

5my iStii(4df-hP— r) 
Ten einde iD^ AO en OD (e verlnj^en, late mei» nit A twee 

F 5 
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loodlqneo vallen A6 op BE, AH op CF, en (rekke aieo GH, dan 
kan om Yierhoek AHOG een cirkel worden beschreven , aoodat (zie 

GH 

de opIoMing van Voorrtel LXIf) AO = ■ . ^.-- is, maar l_ GAH 

= 180» — /.HOG = ( il-f. p~y), en de driehoek GAH geeft 
GH = j/ { AH» + AG* — 2AH • AG . CosGAH} 

+ 26c. S%n{A — y) . Sin{A-hP).Ce8{A + p — r)}. 
De gevonden waarde van GH dan kortheidshalve d noemende , 

heeft men AO = -^t-tt ^ ; (g) 

Stn{A H- p — y) 

Verder geven de AA ADC en O DG de evenredigheid 

AD : OD = CA . Sin C : CO . AnDCO, 

waamit AD ; AO = CA . SinC : CA . SinC — CO . SinBCO, 

bijgevolg is 

^jj_. bd Sin C - 

h.SinC,Sin(A^^ — y)+a.Sin{B+y)Sin(C—^) 

_ d SinB.SinC 

~ SinB.SinC,Sin(A^fi'--Yj+SinA.Sin(B-\^y).Sin{C—Py *^ 

en ten laatste OD = AD — AO 

_ —dSinA . Sin{B-^y) . Sin{C—P) 

~ Sin{A -+- (3 ~ y) 

: { SinB. SinC. Sin(A+ p—y)-{^SinA. &n(J5H-y).5if<C— (3) ) (i) 

Gesteld de driehoek ware regthoekig in A en gelijkbernig, en men 

nam bovendien Z.BEA = Z-AFC, dan had men A = 90®, 

B -zn C z=z 45®, b =: c, y = 180* — 0, waardoor men zou 

verkrijgen blijkens de opgemaakte formnles: 

B0 = C0 = iaK2.^ ^"'J ,, 

Tangfi H- T 
BE = CF = iay2. Coaec p , 

AO = a.—±—^, AD = ifl, 00 = ^a.^^^^. 

Thngfi-^r ^ ^ Tangfi + 1 

LXVIII. V o o B S T E L. 

Door W. VAR Haahst. 
Men wil binnen een driehoek een punt bepalen, Moodanig dai 
ah men uit de hoekpunten des drietioeks lijnen door dit punt 
trekt ^ dege met de overstaande Mijden gelijke hoeken makm^ 
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QMILO0T éoar G. J. Hatthbs, J, Bassait, 0» W. tav Haakmt. 

I. OvLOMIHCr IHIf» C. J. MaTTHBS, 

De voorwaarde dat de drie hoeken gelijk moeten xijn, geeft 
terstond 9 zie LXV1«** Voorstel , de vergelijking 

die ligtelijk terog te brengen is tof den Torm: 

[Coê J-t Cos {B— C)} » C08 if = 0. 

Aan deze vergelijking kan niet «orden voldaan door den eersten 
factor gelgk nnl te stellen, daar alsdan de driehoek ophield te 
bestaan. De tweede gelijk O genomen geeft ^ = 90^. 
II. Oplossing van J. Bassan. 

Wordt er verlangd dat in Fig. 38 ^ CFB = L BEA = L ADC 
zij, dan heeft men noodzakelijk ^ 

Z-AFO-h Z.OEA = Z.BDO + A.OFB= /.CEO + LODC 
= 180*. Er znllen derhalve om de vierhoeken APOE, BDOF, CEOD 
cirkels moeten konnen worden beschreven , waarnit volgt /. AFE 
= /. AOE = Z. DOB = LDFB. Voorts is LBDE = 180» 
— L EDC = 1800 — /.EOC = ^FOE = 180» — LA. 
Ook om vierhoek 4BDE zal derhalve een cirkel mogelijk moeten 
zgn, waaruit nog volgt L E4D = /_ ^BD, dat is /. EFO 
= L OFD; zoodat L AFO = L AFE + L EFO = A-DFB 
+ /.OFD = Z. OFB =90» is. De gelijke hoeken CFB, BEA 
CD ADC kunnen dan niet anders als regte hoeken zijn. 
LXIX. VooasTsi. 
Door J. Bassin. 

UU de seheqfB'hoeipunien van een regthoekigen driehoek %ijn 
l^nen getrokken die de koeken halveeren, en elkander binnen 
den driekoek snijden, zoodai %ij mei de kypUenuse wederom 
een driehoek begrenzen. Als nu de stralen der cirkels die in 
laatstgenoemden en in den oorspronkelijken driehoek beschreven 
k unn en UHfrden, gegeven xijup vraagt men den regthoekigen 
driehoek te bepakt^. 

Omblost door W. tas Haaist en J. Bassan. 
Oflossing van W. var Haarst. 

Zij, Fig. 39, XTZ de gevraagde driehoek met de zijden ^r, y, «, 
H het middelpunt des ingeschreven cirkels van den geheelen, m 
dat van den bedoelden gedeeltelijken driehoek, en derzelver stralen 
r en r,, soo is AX = BX = y — r, AY =1 CY =z x ^ r, dos 
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AI-f'AY=::«;;=df+y — 2rrfi *-f-y=:s4-2r; bijge- 
volg, daar sfi+ y«zr »« ia, 2*y = 4r« + 4f* en * — y)* 
— s*— 4raf — 4r«,>rhBWe x — y z=: y{»J— 4r«— 4r*), 
loodat 

^==«^ 2 eoy = g (a) 

Vennita no L XMT = 180» - i (JT + H = l^ö» ia, heeft 
men MT zs Ji en HK r= 9 .^tellende , voor 'ten dubbeleu inhoud 
Tan A ^inr de waarde: 

T ^"^ T 

«Mroit volgt: /» + }== ~ z beneveos jNf ^ ns |/2. 

''i 
aar de AA YMZ ea XMZ geven. 

p» = «« + 2f4 - 2«-, 
j«=y« + 2ra-2yr, 
derhahe p« + 5» = *«4.y« + 4r»— 2r(» + y) 
= j«-|-4,«_2r(«+2r) 
= •«— 2«, 
hetgeen door toevoeging van 2^, oplevert 

Stelt men deze waarde van (p + g)* gelijk aan de bofen ge- 
vondene, zoo geefl zulis 

« 4- 2 r (|/^ — 1) = ^ï^^*^ f, 

waarnit a = ^^ "^ ^* , 

r — ïfi 

en b^gefolg: 

,_^ , ^V2~A)^(r~r,)K{(r-hr«)(3r,-r)~2r,V2} 
^"" "^ r — 2r4 

Doof de gevondene waaide van % ia deze zeer geroakkelgk te 
oonstrneren , want men heeft r — 2r^i 2r^ = (l/2 — 1) ^i : «i 
hetwelk echter om de kleinie van r «^ 2r| aleeht nit te toeren 
18. Heeft men alzoo c gevonden, dan ia de geheele driehoek 
te tinden door bet bekende vraagstuk: een' driehoek te oonafrneren 
ala eene zijde eu de straJen der om* en ingeschreven cirkels ge- 
geten zgn. Immers ia hier de halve hypotenoae de straal tan den 
omge«chrev«n cirkel. Door beide stralen vindt men gemakkelijk 
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den aftttfid def middelpanten Tolgens eeoe beknide foranile. Be- 
flchrqft men hiemiole als straal een' cirkel om het midden der 
hypofenase, dan moet het middelpant des ingeschreven eïrkeb 
op dieos omtrek li(jgen en wel op ren' afstand van de hypoteaose, 
die gelijk is aan de straal des ingeschreven jcirkels; daerdoor is 
dan dat middelpunt gevonden. DpA ingeschreven cirkel kan men 
derhalve beschreven en de raaklgnen uit s en y gelrokken voütnen 
den driehoek. 

LXX. VooeaTBL. 
Door J. Bassah. 
üii het regie-hoekpimi van een regihoekigen driehoek is eene 
ioodHjn op de hypotenuse neergelaten. Als nu gegeven is de 
som der regthoekzijden benevens de som 'van de stralen der caT' 
keU die den deeMrie hoeken kunnen worden ingeschreven, bo' 
geert fhen den regihoekigen driehoek zoo door constructie als 
berekening te vinden, 

Opgblost door W. var Haarst, J. var dbb Hoivbiv, J, Bassan 
en M. G. Srobb. 

Oplossing van \V. var Haarst. 

Zij ¥i^. 40, KYZ (ie gevraagde driehoek met de regthuek^yden 

s en y en de hypotenuse 2, voorts de ingeschreven stralen r en r^, 

dan is er gctjeven s + y = a en r-f- fj =: ^. Nu is, gelijk 

^^ ,. BY+BZ— * BK-HBZ-y . 
bekend is , r = en r^ = ■ ■ ' , dos 

, BX+BY-f.2BZ~(»-hy) 
de som der stralen — o" * =r r + fj =:d, 

of I + 2BZ = a + 2A (a) 

Haar de dubbele inhoud des geheelen drieboeks is zoowel gelijk 

aan BZ X 2 ^^» slslu Sjf', daar derhalve 2jy =, 2i X BZ, en 

dr« -^ y* = «« is, wordt {« 4* y)« = «« -f- 2# X BZ, of 

a* 
dg -h 2BZ) = a« en door (a) (a +■ 2b)s = a*, daf is s = ^. 

Ter bepaling van 9 c'n y hebben wij j^ -f- 2#y -|- y^ =: ^^ 
en jf* -h y* = «*, dus 2«y = o* — «' en {w — y)* = 2«* — a*, 
of » — y = |/'(2#* — o»), derhalve sz^^a-h iJ/(2«* — «*) 
en y = ifa — ||/'(2s* — a'). Subslitoeert men hierin de 
gevondene waarde van f « dan vindt men 

i4/(o« — 4a* - 4A«) , aKa*-^4dA— 4A»). 

"=*"-^ — 2ia^2b) '^y=^" — 2(;rTW^' 



gitizedby Google 



94 WISKUNSTI6E 

Om den driehoek te ooostnieren nemen wq op twee willekeurige 
elkaudcr in X snijdende lijnen AX = CX = a en DA := 26 
en trekken uit A eene lijn AY evenwijdig aan CD , dan is XY = g^ 
immers DX : AK = CX : XY, dat is a + 26 : a = o : XY 



= -T» Vervolgens maken wij £X = XY, en deelen DE 

a -f- 2o 

in F middendoor, dan is £F=DF = BZ, want DE = DX — EX 

:=: DX — XY = a + 26 — s en derhalve, blijkens (a), 

EF = DF = i DE = BZ. Rigten wij aUoo uir Y eene lood- 

lijn YG = £F op XY op , en beschrijven wij op XY een' hal- 

ven cirkel, dan snijdt eene alt G met XY evenwijdig getrokken 

lijn den halven cirkel in de ponten Z en Z', Eoodat XYZ ot' 

XYZ' de gevraagde di;iehoek zijn zal. 

LXXI.' V o o E S T B L. 

Door J. Bassan. 

üii het regte-hoekpunt eens regthoekigen driehoeks i$ eene 
loodlijn op de schuinsche M^'de neergelaten; ais nu gegeven is 
de som der regthoekgijden , benevens de sotn van de bijden der 
vierkanten die den deel'driehoeken kunnen worden ingeschreven 
in dier voege dat sij de regie hoeken er mede gemeen hebben^ 
begeert men den regthoekigen driehoek %oo door constructie als 
door berekening te vinden» 

OpctKLost door W. van Haabst, J. Bassani J. van obr Hobver 
en H. G* Snobb« 

Oplossiho van W. var Haaist, 

Noemen wij van den gevraagden driehoek XYZ, Fig. 41, de 
regthoekzijden jr en y en de hypotenose sL, Zij voorts BZ de be- 
> doelde loodlijn en deelen wij de regte hoeken der gedeeltelijke 
driehoeken door de lijnen AB en BC midden door, dan zullen de 
loodlijnen uit A en C, op de regthoekzijden van elk dier driehoe- 
ken neergelaten, de zijden der ingeschrevene vierkanten zijn* Druk- 
ken wij eindelijk die zijden door p en q uit ^ dan is er gegeven 
s + y=za en p-i^qz^: b. Alvorens nu de zijden des driehoeks 
te berekenen, willen wij bewijzen, dat de loodlijn BZ juist gelijk 
is aan de som van de zijden der bovengemelde vierkanten, dat ia 
BZ zr 6. Blijkbaar zijn de driehoeken AGZ en CHZ met een 
gedeeltelijken driehoek en dus ook onderling gelijkvurmig , derhalve 
AG : GZ = HZ:CH, dat is p : BZ — /? ,= BZ — 9 : 9; waaroit 
pq =: BZ* ^ (p 't q)hZ -h pq en BZ = p + q = b. 

Na is de dubbele inhoud des geheelen driehoeks zoowel gelijk 
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aan «y aJs aan b%^ das 2«y = 2b%; en, daar s*-Hy^ = s' is, 
wordt (jF+y)*= i* + 2i6xen (s— y)* = «* — 2bs', maar aan- 
gezien s + y = a is, heef^ men door de eerste dezer vergelij- 
kingen ffl + 2bM=i a^j waaroit % =: — b + {/"(a^-H ^). En 
door van 4r 4- y = a en s — - y = |/(«* — 2ba) de halte 
som en het halve verschil te nemen, is 

* = i a ± i ^^(«« — 24») en y = i a q= i^/(«* — 2bz). 
Boor de waarde van s eindelijk hierin te sobstitoeren vinden wij 

en y=ia T t k'io^-h 4A«— 4Ai/(a«H-A»)}. . 

Om den driehoek te construeren, nemen wij op twee elkander 
in D loodregt snijdende lij oen DE en DX, DE =i,enDX= a, 
trekken vervolgen EX en maken £Y r= DE, dan is XY = « 
:r: — 4 4- ^/'(a* -f A*). Beschrijven wij vervolgens op deze een 
halven cirkel, en rigten wij ait Y eene loodlijn YF = DE op EX op, 
dan zal eene lijn, uit F evenwijdig met XY getrokken , den halven 
cirkel in de ponten Z en Z' snqden, welke blijkbaar de hoek- 
punten des regten hoeks zign. 

LXXII VOOISTBL. 

Door C i. Matthm. 

Laat gegeven zijn den eiraal des cirkels die een regihoekigen 
driehoek is ingeschreven ^ alsmede de zijde van hei vierkant 
dat op de schuinsche zijde siaai, en zijne bovenhoekpunten in 
hei verlengde der regihoekzijden heeft ^ zoo begeert men de zijden 
des driehoeks in deze gegevens ie bepalen. 

Oposlost door C. J. MiTTHis. 

Oplossihg van C. J. Hatthis. 

Zij, Fig.42, XYZ de begeerde driehoek, AB = a de zijde des 
vierkants, r de straal des ingeschreven cirkels, h de loodlijn nit 
Z op a neergelaten : zoo heeft men evenals in. het LIll*^ Voorstel 

* 4- y = « 4- 2r en a?* + y* == i*, waamit sy = 2r(r + s)^ 

De gelijkvormige AA XYZ en B4Z geven de evenrfHigheid 

as sy 

a : ir = a — A : A dos A = ■ "" . Maar A is ook = -^j 

8 + a 9* 

derhalve verkrijgt men door gelijkstelling en door substituiie van 

bovengevoodene waarde van sy, 

na» = «y(« + a) = 2r(r 4- *) (« + a) 

2r(a4-r) 2r>a 

of ,« -i / z — = O, 

a — 2r a — 2r 
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welft* iweede«ia((<vei){elqkiag opgdMt, geeft: 

* ""■ « — 2r 1 

Tet bepRÜBg <an j; cd y hebben wq 

r(3(a — r) ± j/(3a» - 2>r +V*)} 

' + » = ' + ^=- TZT^ -> 

terwijl Qit de fergelijkingeii 

ir* 
,*+y*=«*=_— — (2a>-Hr«±(a+r)|/(3a»— 2flr+r»)] 

2r* . 
volgt (3r-y)«^-^-2;r^{-2flS-10flr-3r«±(5r--tf)l/(3^^ 

en «-ys-L-j/ [ 2[.Jfl«-!0ar-3f «± (6f-«M*»^2ar-|^)] } . 

Het algebniiseh resakaat hier verkregen, geeft wéér meer dan 
gevraagd vaa en bevat het antwoord op de meer algemeene vraag 
naar een driehoek met bekenden etraal r van in- of SLungeeckreven 
cirkel^ aU bovendien de gyde a ran kei vierkant gegeven is da$ 
met zijne bons op de kypotenuee staat eh sijn bovenkoekpunien 
in eene bepaalde orde (hier de üOigekverde van die in Voorstel LUI) 
cp de regtkoeksijden of derseher verlengden heeft liggen. 

Ym de grootte van a ten o|)agte «in r hangt het af, of de 
gegeven atraal r die van een in- of aoftgoschreven cirkel ia. Heeft 
a oene waarde van ) 2r lot r= 2r {y^ -f- 1) toe, dan ia het 
die van een ingeschreven cirkel; voor a = 2r (|/^ + 1) ia de drie- 
hoek gelijkbeenig en geven de formoJes met gebruikmaking van 
het bovenste (positieve) teeken naar behooren e =z 2r {y2 +1) 
= a, en d; = y =^ r (2 + \/2). De sübatitutie van a = 2r 
geeft a r^QOy er beataai geen- driehoek in die onderateHiog ; dit 
ia alioo een limiet voor de kleinate waarde van de zï|de dea vier- 
kanta in dit ^eval. 

Wordt A ^ 2r genomen, aoo geeft de formwle, met het bovenite 

teeken altoos, axne ne|;adeve waarde voor s, leodat de cirkel den 

driehoek nu niet meer tn- maar aoiigesch reven is^ en wel tegen eene 

2 
rcgthoekzijde , a -=. - r bijv. geeft voor dat geval « =r — 2r. 

Het vierkant kan af kleiner en kJmer worden ; voor « = O, heeft 
men s= •** f, J4»yis::-f>r, #y«=0« onder Welke gegeven» 
wéér geen driehoek bealaanbaar is. 



gitizedby Google 



o P 6 A V E N. NO. 72 en 7S. 97 

Kiijgt a na een negatieva waarde, hetgeen zeggen wil dat het 
vierkant aan den' tegenovergestelden Lant Tan de acLninfche a^de 
komt te vallen , zoo moet men het benedenste teeken bezigen. Hen 
vindt dan voor s mede negatieve waarden; de cirkel is tegen 
de aehninache zijde aangeschreven en de grootste negatieve waarde 
van a is gelijk — 2t{\/2 — 1), waarvoor de formule geeft 
« = — 2r(^/2— l)=a, szzzy =f(2 — ^/'2). 
LXXIIL YooBSTiL. 
Door J. Bassan. 

Uü den êcherpen tophoek C van een regthoekigen driehoek 
ABC %$ eene /yn CD, dte den hoek C middendoordeelif tot op 
de helft D tan de hoogte ^ en vervoïgene de lijn DE tot het mid* 
den E der basis getrokken, Bijaldien nu de lijnen CD en DE 
gegeven Mtjn^ begeert nwn den driehoek te bepalen, 

Op«blost door W. vah IIaarst, J. Bassah en M. G. Ssou. 
Oplossikg van W. van Haarst. 

Nemen wij aan, dat (zie Fig. 43) gegeven is DE = a, CD = DF 
=r: b, en stellen wij BC = ir, AC = y en AB = s, dan is, de- 
wijl D de haWe hoogte is, CG =AG = DH = iy en AHz=:HF 
-=z }AP. Daar voorts CF den hoek C middcndoordeelt, is BC: AC 

= BF : AF, dal is * : y z=: BF : a -- BF, waaruit BF = ^* ■ 

en dos AP = « — BF = -?^ en AF X BF = 7^^, 
of, daar «• = «^ — y* is, 

AP X BF = ^^l:zp = fiKiziiL). 
(« + y)' « + y 

Naar nn is, volgens eene bekende stelling, 

BC X AC — AF X BF = CP, 

d.t is :ty^'^^-^^^=^=^=^^b^o£sy^=2b\t,+y 
' s+y s^y 

In den regthoekigen driehoek DEK is DB^ + £H> = DE* en 

in den regthoekigen driehoek DFII e? enzoo DH* + FU* = DP; 

door het verschil dezer vergelijkingen te nemen verkrijgt men 

EE« — Fn« = DE« — DP = o« - A*. 

Haar EH = AE — AH = i« — \kY = *(« — AF) = iBF 

zs, jr-T — . en FH = ^AF z^ .• 

2(# + y) ' 2(# + y) 

1868—1863. G 
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Daardoor wordt de rorige vergelijking 



4(* + y)* 4(» + y)« 4(* + y)« 
waaruit volgt 

r — y = 2|/(a« — i^) eo * = y 4- 2y{a^ — A»). 
Sobstitoeren wij eindelijk deze waarde ?ao x ia (a), dan vinden wij 

y« 4- 2yV(a' - ^*) = 4&«[y + ^a» ~ b^)], 
oï yP + 2y V(a* — **) — ^b^ — 4i«j4a« — A«) = O, 
of wel (2^ + y) (24 — y) {y + 2|/(a«— b^)} 1= 44V(a« - 4«). 
Alf dan a en 4 in getallen gegeven zijn^ kan men y oplossen en 
daardoor zijn dan ook ir en s bekend. 

LXXIV. YoOlflTBL. 

Door J. Bassan. 

Vit twee der hoekpunten van een driehoek syn loodlijnen 
op de overstaande zijden nedergelaten ; men begeert uit het derde 
hoekpunt eene lijn tot de overstaande zijde te trekken, zoodanig, 
dai de driehoek door de snijding dezer lijnen gevormd , gelijk' 
vortnig zij aan den oorspronkelijken driehoek^ 

OroiLosT door J. Bassan^ W. var Haakst en H. G. Snobb. 
Oplossiho van J. Bassan. 

Zij ABC (Fig. 44) de gegeven driehoek, AD en BE de loodlijnen 
die oit de boeken aan de basis op de overstaande zijden zijn neer- 
gelaten en elkander in Q snijden, dan is JLQ '^^ JL Cf o^a^al^ 
/.DAH = Z.BAC, trek CF // AH, snijdende de loodlijnen 
in R en P, dan is ^ CPD = /_ BAD = L BAC, CF is 
das de begeerde lijn, waardoor de opgave geconstroeerd is^ rigt 
op BC de loodlijn B6 op die \kt verlengde van CP in G snijdt, 
dan is BG // DP, dos is L G = Z- P = Z. BAC, de ponten 
Ay Gj B en' G liggen dan op den omtrek van eenen cirkel, van welken 
CG de middellijn is. 

Het blijkt derhalve dat, als men om den driehoek een cirkel 
beschrijft, de middellijn ait C getrokken, den begeerden driehoek 
tal afsnijden. 

Om nu den driehoek PQR te berekenen, stcUe men BC = o, 
AG = ft» AB z=: c en middellijn CG =: 2i2, dan is 

CE = g^ en CD i 
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YoorUi g«lijl^ bekend is: 
jj _ f5£ 

^(0 -h ^ + c) (i -f- c — a) (o + a -^ i) (a + A ^ o)' 
Na «Uat 

CE:CR = CA:CG of ^J -•:CR = i:2« 

CR = "^''-^/--'), 

CD:CP = CB:CG of ^*''"^^~ ^ !CPz=:a;2H 

en CP—-^» j^j ; 

doe PR=«(a«4"A»-0{~~} = /ï(a»+&»-c«).^=j!. 

_ cfga-4>^»— c»)(Ag-,g») 

ab\/(a^ A + c)(iH-o — fl)(c + a — A){a + i — «)• 
Verder heeft men 

G : a =: PR : QR, dof 



QR = 
PQ = 



«A y{a H- ^ + c) (A + c — a) (o + a — A) (a -h A — o)' 
c ; A = PR : PQ, dos 

ö*>/(a + ^ + «)(^-h« — «)(ö-f-a — A)(a + i — o)* 
Aahhcbkiiio, 
Inj^eTal de gegeven driehoek stomphoekig is in den top, tie 
Fi^« 45, zoo zullen de loodlijoen BE en AD op het Terleogde der 
zijden AC en BC vallen, en de verlengde loodlijoen elkander in Q 
snijden; de middellijn verlengd snijdt de verlengde loodlijn BB in 
R en AD in P. PQR is dus de begeerde driehoek , hetgeen ook 
gemakkelijk bewezen wordt« Immers trek AG, dan is 

/. |2 = 180* - -^ DQE = /. C, 
en verder l^B =z L^ =z /^R. 

Ook kan een der Wken aan de basis stomp zijn, zie Fig. 48, 
dan komt de loodlijn AD op het verlengde van BC neder, terwijl. 
BE op AC valt; de loodlijnen verlengd snijden elkander in Q, en 
de middellijn snqdt het verlengde van BE in R en van AD in 
P, PQR is dan. weder de begeerde driehoek, hetgeen insgelgks 
gemakkelgk bewezen wordt, door de lijn BG te trekken. 

G2 



gitizedby Google 



lt)0 WISKUNSTI6E 

B«D (och heeft men 
/_ <? = 90* — ^ DBQ = 90* — ACBE = ^ (7, 
en wegew BG// PQ, L^ = Z.BGC = L^. 
A ABC en A PQB zijn dus gelijkvormig. 

LXXV. VOOEBTBL. 
DüOr L. HoiFNAGIL. 

JTen Aee/k «tl dt scherpe-hoeipunten A en C van een regi- 
hoékigen driehoek ABC, lijnen AD en CE /of de overstaande 
mjden getrokken^ Moodanig , dat zij beide hoeken middendoor^ 
deelen. Ah nu het verschil dezer lijnen met het vereehil der 
gedeelde hoeken gegeven is, begeert men daaruit den driehoek 
te berekenen en te construeren. 

OpGtLosT door W. ?Aif HaibsT; J. Bassait, L. Uoifkagu en 
H. G. Shoib* 

Opiossirg van W. tak IIaabst. 

Liaty Fig. 47, (P het verschil der «cherpe hoeken zijn, dan moet 
daar ^ + (7 = 90* en ii — r = 4) i«, ^ = 45» + i<P 
en (7 =: 45' *- i0 zijn. Nemen wij alzoo op twee elkander in 
B rcgthoekig snijdende . lijnen , twee willekeange gelijke stokken 
A|B = BF en maken wt{ vervolgens hoek FA|C| zz: \<p^ dan 
is blijkbaar hoek BA^C^ = 45« + i<^ en BCiAi = 45« — ^(p, 
zoodat de gevraagde driehoek ABC gelfjLvormig met den gecon* 
stroeerden driehoek A|BC| zijn moet. Trekken wij vervolgens in 
dezen driehoek de lijnen A|D| en C|E|t die de scherpe hoeken 
middendoordcelen , en maken wij BG| gelijk aan het verschil dier 
decllijneoy en vervolgens BG gelijk aan het verschil van de deel* 
lijnen in den gevraagden driehoek , welk verschil gegeven is, dan 
hebben wij slechts nit G eene lijn evenwijdig met A|G| te trek- 
ken y waardoor AB de zijde des gevraagden driehocks wordt , en 
«IzooABCdie driehoek zelF. Want stellen wij BC = a, 60^=01, 
AC = A, kfif^=zb^, AB = c, kjizzzc^, CEz=:p,C^lè^—p^^ 
AD =: qf A|D| z= g^, en het gegeven verschil p — g =: m, 
dan hebben wij ter berekening van de zijden, in den regthoeki- 

gea driehoek BCE, CE = tt^t^, 

Cos \C 

en iD den regthoekigen driehoek ABD, 
dos CE — AD = m = 



CoêiC C0$\A 



gitizedby Google 



OPGAVEN. H*. 74-76. 101 

ott U a = hCoiC en c = bCasA^ daardoor wordt 
bCoaC hCosA 



m = 

watroit b = 

Voorts i« dan 

• a = bCoaC z= 

eo e z=z bCosji = 



CosiC Cos\A' 

m.Co8\jéCos\C 
Coê\A CosC -- CosJ Cos\(f 

m.CosjA CosjC CosC 

Co8\A CosC — CosACosiC 

m.CosjA CosA CoajC 



CoaiA CosC — CcêA Cos\C^ 
waarin nu ^ = 45» + t0 en C7 = 45« — \(p is. 
LKXVI. VoonsTBL. 
Door L. HosFRiGtL. 
Ffl» <b vergelijking x* — ax' + bx* — ex + d = O, 
«wl men/dai zij niet dan posiiieve meetbare wortels heeft ^ 
alle groeier dan'1 , voorts dat a, b, c en d geheeU getallen 
M§n, en dat h — 1 , c + 1 en hei drievoud van d vermin* 
derd mei 00, termen zijn eener opklimmende meetkunstige reeks, 
wier quadraien ie zamen 1537900 uitmaken. Men vraagt hier" 
mi de waarde van a, b, c e» d /e vinden. 

OroELosT door W, vaiï Hiabbt, L. Hoiinagxl^ J. vah du 
Hoxvu en H. G. Ssoxr. 

Oplossiito van W. via Uiabst. 
Stellen wq de termen der in de opgave bedoelde meetkunstige 

"^ *• *»• *»'• '^"^ ""^* 1537900 

^+ ,»y«+ «y = 1537900 of 1 + y«+ y* = — j^i— 

sqo. Daar no 1 + y* + y* voor alle waarden na y oneveo 

1537900 384475 X 4 _ ^„ -„ 

i«, moet = 1 ODe»cn en dnt » even iqn. 

Stollea «ij dan s = 2v, dan ia 

384475 7. 18».5« 

1 + y«+ y* = — ^— = ■ .» • 

xoodat de eenige waarden van v zijn, 1, 5, 13 of 65. In dia 
gevallen hebben wij 1 +y«+ y*= 384475, 16379, 2275 of 91. 
■aar Tolgens de opgave is 3J — 90 = xy^ = 2t?y«, en, daar 
9 in geen geval door 3 deelbaar is, zoo moet 3 een factor Van jf 
^n, waarom wij stellen y = 3», waardoor de vorige vergel^kin^ 
woidt 1 + 9«« + 81s* = 384476, 15379, 2276 of 91 , 
dat is 9M\i + 9a^ = 384474, 16378, 2274 of 90^ 

G3 
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en liet blijkt an, dat foor geheele getollen alleeii 9«^1 + 9**) = 90 

en dos m%1 + 9««) = 10, of 1 + 9j«=: -j- zijn kan. 

Blikbaar is doa s := 1 en alzoo 

y = 3* = 3, 1 + y« + y* = 91 en « = 66. 
Daardoor wordt vervolgens 
* = s + l=2f» + l = 131, c = *y— l=eM— 1 =880 

J = ^^y'+^" = e(rs»+6) = 420, 
3 

De Tergelijkiog is dan 

s*— as^+ 13ls*— 389* + 420 = O, 
waarin alsnog a bepaald moet worden. Na moeten de wortels 
dezer vergelijking deelers van 420 zijn, terwijl volgens de opgave 
de eenbeid oifgesloten is. Uit den coëflicient van de eerste magt 
van #, die ondeelbaar is, blijkt ecbter, dat ook de wortels onderling 
ondeelbaar zijn. Immers, noemen wij die wortels p^p^yj^^iP}» dan is 
rPiP% + PPiPi + PP%P9 + PiPaPs = 889 en ppj^^^ = 420, 
en het is klaar, dat, indien twee der wortels een gemeenscbappe- 
1 ijken factor hadden, bij voorbeeld p en /7|, alsdan 

pCPiPj + PiPs + PiPs) + PiPaPs 
dienzelfden factor zouden moeten hebben, zoodat dan ook 389 
door dien factor deelbaar zon moeten zijn. Maar 389 is on- 
deelbaar, gevolgelijk zijn ook de wortels onderling ondeelbaar. 
Dewgl voorts 420 = 2 X 2 X 3 X 5 X 7 is, zijn de eenige 
vier onderling ondeelbare factoren 3, 4, 6 en 7, zoodat dan 
a = 3 + 4 4- 6 + 7 = 19 IS. 
LXXVII. V o o 1 8 T B L. 
Door A. A. T. LiDtioKa. 
Gegeven twee cirkels van ongelijken straal^ die elkander utl- 
wendig aanraken , vrage de meetkunstige plaaia ie bepalen der 
punien die van beider omtrek evenver verwijderd liggen. 

Opgelost dfoor W. va5 Hiaest, A. A. T. Lidibobb en J. van 
DER IIoevbh. 

Oplossihg van W. var Haaest. 
Het opgegeven voorstel is een bijzonder geval van een algemeener 
vraagstuk : de meetkunstige plaaie te bepalen van de middelpunten 
r«^ alle cirkels, die twee gegeven cirkels beide uit- of beide in» 
wendig aanraken. Laat Fig. 48, den afstand der middelpunten O 
en 0| van twee cirkels met de stralen R en r beschreven, gelijk 
a zijn. Zij voorti de lijn die de middelpunten vereenigt, de at 
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der s en het middelpunt O des eenen de oorsprong der ooördina* 
ten. Zij wijders P een willekearig pont der kromme, dan is 
AP = BP = Pi en stellen wij OQ^^s en PQ = y, loo hebben wij 

,«+ y«= (H + ,Y en (a -^- *)»+ y« = (r + ,)«, 
waarnit p geëlimineerd moet vorden. Daartoe geell haar verachil 

— o« + 2o* = fi* — r» + 2Jïp — 2rt, 
of (H _ f) (fl + f 4. 2f) = 0(2* — a), 

of H + r + 2, = "^^ZJ^K 

'""'» '=^£^^ -*('* + ')• 

en du. « + ,= 2(fl - r) ' 

Sobttitneren wij dit in de eerste Tergelijking, dan wordt zi) 
4{B - r)*(s» + y») = {a{2x - a) + (« - r)^} 2, of 4(/i - r)y 
—4 {a*-(^-r)«j #2+4a {a^^(R^rf)s--{a^-^R^rfi]^0. 
Dit is dan de Tergelijking der kromme lijn, welke ecbter nog 
Tcreenvondigd kan worden, want lossen wij s op, dan Tinden wij 

zoodat, door de as der y te verplaatsen, waardoor s — ^a = «| 
wordt, wij verkrijgen 

Schrift men deze onder de gedaante 

dan herkent men terstond de gewone middelpantsvergelijking eener 
hyperbool. Raken nn de cirkels elkander uitwendig aan; zooals 
in de opgave gevorderd wordt , dan is a = £ + ''> ^n ^^re ver. 
gelqking wordt 

Baken zig daarentegen elkander inwendig aan , soodat o = S — r 
iti dan wordt de vergelijking y = .0, zoodat de as der s in dit 
^val de meelkonitige plaats is* 

Liggen eindelgk de cirkels in elkander, als wanneer a ^ A -— f 
is, dan zal de vergelijking ovei|[aan in 

soodat 10 dit geval de meetknnstige plaats eene ellips is. 

64 
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Aahiukiro. 
De meetlQDStige plaats van alle cirkeh, die twee gegegen cirkels 
aanraken, in den raimsten zin genomen, zal bestaan nit twee 
byperbolen. Als de cirkels elkander uitwendig aanraken gaat daar- 
van de eene hyperbool in eene regtc lijn over. Snijden zij elkan- 
der , dan wordt eene der hyperbolen eene ellips. Is de aanraking 
der cirkels inwendig, dan wordt de laatste hyperbool eene regte 
lijn, en liggen eindelijk de cirkels in elkander, dan bestaan er 
twee ellipsen. 

Aarbbrkihg van A. A. T. Lidkbou. 
Bet voorstel kan beschouwd worden als de aanvulling van bet 
XX1I«*« Voorstel, welks oplossing in die van dit tweede deel der 
meest algemcene vraag overgaat, als men daarin r door — r 
vervangt 

LXX.V1II. V o o 1 s T 1 i. 
Door W. VAU GiGciT. 
Een aantal gelijke tneialen plateu , zooab sij tot electromotortn 
dienen p is gegeven. Deze kan men ala meerdere kleine of iot 
een geringer getal groole elementen zamenstellen. 1» hoeveel 
elementen zal men nu dit materiaal moeten verdeelen, opdat met 
denselfden sluitdraad de stroomterkte een maximum z^'? 
OpcnstosT door C. J. Matides en W. van Gigch. 

Oplossing van C. J. fflATTncs. 
Laat n het aantal voorhanden platen zijn, E de electromotori* 
sche kracht, \ den wederstand in het element waartoe slechts ëën 
plaat gebezigd wicrd, / dien van den sluitdraad, s het gevraagde 
getal elementen der voordeeligsle batterij, zoo bedraagt de weder- 
stand in ieder element der batterij A : - = -ü. 

9 . n 

Volgens de wet van On« heeft men nu voor de uitdrukking 
der stroomsterkte: 

/ = •— = nE 



n 
Eene herhaalde differentiatie dezer functie geeft 

— =znE (^^^ 4- ft/) — 2Air« _ »/ — Aip^ 

ds • (A*2 ^ nlf — **^-(«/ + Ks^f 

^^ \ r. ^(3"/ — A««) 

<fc* (n/ + hsfly^ 
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Door de eerste difièrenliaalTeriioading gelgl O te stellen, Tiodt Boen 

Mi 

• = ^T' 
eo deie «aiarde in de tweede grsobstiincerd , mukt 

aoodai bet dezer waarde Tan jr meest DabijkomeDd getal elementen 
de atroomsterkte een maximain zal doen zijn, waardoor men erlangt 
foor die stroomsterkte 

Het blijkt meteen , dat de wederstand in de batten) zelve geligk 
moet zijn aan den wederstand in den sluitjngsdraad.. 
LXXIX. V o o 1 S T B L. 
Door A. J. YAif Pzsctt. 

De beweging ie bepalen van een ligchaam, dai valt door een 
g^f gegraven door het middelpunt van de aarde heen^ stellende 
den tegenstand der lucht evenredig aan het vierkant van ds 
snelheid. 

OrAuosT door A. J. yah Pjesch en W. van Haakst. 
Oplossing van A. J. yah Piscn. 

Noem den t^d I, de snelheid r, de doorgeloopen ratmte tan 
het oppervlak af te rekenen dr, de snelbeid die het ligchaam na 
een seconde vallens aan bet oppervlak verkrijgt g , den straal der 
aarde r; dan is g de zwaartekracht aan het oppervlak der aarde. 
Nn is, als een ligchaam door znlk eon gat valt, de versnellende 
kmcht evenredig aan den afstand waarop het zich van het middel* 
pnnt bevindt. Is dns bet ligchaam s meters gevallen, dan is zijn 
aittand van het middelpnnt r — 4r, en men beeft de evenredigheid * 

r : r •— s = 9 : zwaartekracht in dat pont = - (r — • s). 

De tegenstand der Incht in elk punt kan voorgesteld worden 
door mv^p z^nde m een door proeven te bepalen coëfficiënt. De 
eigenlijk Yersnellende kracht in elk pnnt werkende is dos het 
Terscbil dezer twee krachten of 

i fr — s) — «r«. 

No zijn de grondwetten van de bewegingsleer 

G5 
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dx df> éRf 

r = -...(.) en = - = ^...(b) 

z^nde ^ de Terinellende kracht. Hier is das 

dv g{r — j?) — mrv^ rdo 

*-— zzz en dt =z 



di r g{r — #) — mr©** 

en daar dlir = vdi, 

rvdv . 

ndv H- mrv^ds = j(r — *)(ir. 
Stel r^ = « dan 9 is vdv = ^cla en 

f — • ar 
Js + 2mzds = 2^ • ds. 

Neem « = XF^ dan Terkrijgt men 

' ^ 2a(r — *)rf* — r r((f^ + 2mXds) 
ai = ■■ • 

Wij mogen nn eene fanctie Tan X = nul stellen , dus 
dX + 2mXds = O 

^=-2mdx 

Nep Jog X = — 2ms of JT = «-««». 
Dan is derhalve 

c/r = ^ (r - sy^ds 

en e^ =r s r= XT is dos 

Toor» =0 i» ooi r=0, da» C?=— ( '^^üy )g. 

en » = ^ y^{(imr + 1) (1 - «-*-) - 2m*). 
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Verwaarloost men m, dat is, verwaarloost meo den te(;eDStand der 
njiddfosiof, dao vindt meni daar 

e-^= 1 — 2m* H ^-y ^ enz. is, 

= 2^* — "^ = -(2ra; — x^), 

zooaU behoort. 

Aarxbrkiho van W. var Haamt. 

Eene oplossing van dit voorstel treft men aan bij Schudt , 
Beginselen der Dynamica , §. 235, waar ze het antwoord geeft 
op de vraag naar de wet voor de beweging van een ligchaam 
dai van hei oppervlak der aarde in een diepen pui vali, waarin 
aich water of een andere weerstand biedende vloeistof bevindt. 
De aldaar verkregen uitdrukking 

* = Tn ^^^^ "^ *"'^^* ~ •"*")"- *"•> 
gaat, bijaldien men voor gt ig^ voor s, s in de plaats neemt en 
n = \m stelt, over in 

* = i "^è^^* + ^""^ ^* ~ ^'"^ " ^"^^ • 

dx 
Door dt z=i — 2oa men den tijd moeten bepalen, maar hier 

kan de integratie niet dan bij benadering geschieden* Uit de for- 
mule blijkt al dadelijk dat p r= O worden kan, en bet ligchaam 
dus niet altijd voort valt. Behalve dat voor at := O, 9 := O 
wordt, zal dit mede plaats hebben als 2iw* + (l + 2OTr)e-*** 

= 1 H- 2mr wordt, maar hieruit volgt e'*" = r ^ — , 

1 "4- Zmr-— 2ifijr 

en dew^l e'^ steeds eene positieve grootheid voorstelt, wordt tot 

de bestaanbaarheid der vergelijking gevorderd dat 2ms ^ 1 + 2mf 

eo dus s < — < ♦* + 4*» «J. Deze grens wordt alzoo 

grooter naarmate m kleiner wordt. Voor een kogel van 'i^tet van 
een halven palm straal, a = 0.6 el, bedraagt, als men het soortelijk 
gewigt D van het ijzer = 7.113 en dat der lucht d =:= 0.0012 
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stelt y de (egensland m = 0.000S4 (*)t en neemt men verder 
voor den straal r der aarde 6360200 (f) ellen aan , zoo zal de 
val het middelpunt der aarde overscbrijden ter «aarde van ruim 
781 ellen. 

Stelt men d; = r, zoo wordt 

'' = li^ii^-^^ + 2».f)*-»-}, 

loodat het ligchaam in het middcipant der aarde deze snelheid 
heeft verkregen. Nu is in ons geval (1 + 2wr)e'"*^ ecnc zeer 
kleine breuk , die hier veilig verwaarloosd mag worden, alsvanneer 

r = — y^ wordt, hetgeen onder bovengtnoemde gegevens eenc 

snelheid van 1.37 el in de seconde oplevert* 

Om het punt te bepalen waar het ligchaam zijn grootste snel- 
heid verkrijgt y en dos v een maximum is, hebben wij, stellende 
— (1 + 2iwr)e--««*— Imx = p, 

$ = 2w{(l + 2mr)e-a«--l},^ = — 4m«(l+2iiir)fl-«"». 

Nu is voor -^ = O , c««« == 1 + 2mr, waardoor ^ = — 4mi« 

wordt , zoodat voor « = — Hiep. log {l + 2mr) v een maii- 
mum is en alsdan 

"" — èk ^ii^'^'' "" IVeplogii + 2mr)) 

bedraagt, dat is voor ongeveer x = 7036 el v =: 123.7 el per 
secunde. Tot hiertoe is de snelheid toegenomen, maar gaat-ver- 
volgens verminderen. In het middelpunt is zij slechts 1.37 
el per secuiide; na nog ruim 781 ellen verder gevallen te zijn, 



(*) VolgcDS BoBfii . moet men voor den tegenstand welken een bol 

van eene middenstof ondervindt, stellen 

^ 9 dv* 
j HZ — • —f 

40 Da 
voor de juistheid van vrelke formule de mcnisvoldige proefinemingen van 
LoasAafi bijtonder pleiten. Daarnaar berekend, had in het beacbouvrde 
geval m = 0.000759 genomen moeten worden. M, 

(t) Dit cijfer is klein genoeg gesteld. IVoor Bissau bepalingen, aie 
Eaeu's Jitronomisehês Jahrhueh 1852, bedraagt de gemiddelde straal 
des aardbols 6366784.1 ellen. M. 
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komt de kogel tot rast en kvert derhalve na naar het middelpoDt 
teni^. By dezen terugkeer is het gemnLkelijk dezelfde formnle 
te gebruiken. Verbeelden tvij ons dat er ait den aardbol een con- 
ceDtrieke bol met een straal r^ 'j=r 781 ellen gesneden is f dan 
zal alles in denzelfden toestand verkeeren. Voor de snelheid in 
het middelpant is dan eveneens 

**= ^ V^-ê-f^ - (* + 2mr,)r-»-r.}. 

Dev^l na de versnelling evenredig ia met den afstand van bei 

middelpant, zoo is r : r^ = 9 : sfi, zoodat ii z= i is. Daar 

r, r 

echter r^ = 781 ellen is, zoo kan bier niet ali boven het 

gebroken verwaarloosd worden, hetwelk bij nog kleinere waarden 

van r« des te minder geschieden mag. Hier is ten naaste hq 

2«r, = 781 X 0,00128= I en do. 1 -1±^« = 1^. 

zoodat wg de bovengevondene waarde van e in het middelpant 

7183 
slechts behoeven te vermenigvaldigen met [/ " ■ = 0.514, 

671o3 

waardoor wij vinden 0.704 el. Om na op nienw te bepalen, 

hoever het ligchaam lieh van het middelpant verwijdert, moet 

I n 4 ^ /"i H-2mrA .. 
wederom r| = O en das S| — fj = — I 1 — — I zijn, 

waarb^ wij na niet als boven de breuk binnen de haken kon- 

nen verwaarloozen» Daar bier 2mr^ =r 1 el iS| verkrijgt men 

2 
2mXM — 1 = 1— -r — , waaruit, als men hierin e**** =: islelt, 

b{2 — NepJogb)=z2. De waarde van £:=:1, die deze vergelijk 
king oplost, behoort bij het oogciiLlik dat de terugkeerende beweging 
eerst zal aanvangen. Verder vindt mnn na eenige beproevingen , 
dat ook de waarde Nep. log i. 92 = 1.59331 voldoet. Wij 
kannen die waarde das als een benadering beschouwen, en dan 
wordt #, = 1244.7 en s^ — r^ = 463.7 ellen. Wij zien 
derhalve dat het ligchaam al kortere schommelingen zal maken 
door het middelpunt, en dat de snelheid in het middelpant 
steeds zal uitgedrukt worden door het product van de standvastige 

grootheid — j/|- en de veranderlijke j/|l — — -^ — *^. Zal 

die melheid ooit nul zijn, dan moet voor eenige waarde van r^ 
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de ?ergelijkiDg e*"**» = 1 + 2mrti bestaanbaar zijn. Dit na it alleen 
bet geval met f* i=: O, en wij beslaiten dos, dat bet ligcbaam 
wiakantttg nimmer tot rast zal komen en niet zal opboaden met 
al kleinere schommelingen te volbrengen. 

LXKX. Voorste L, 
Door M. Hbkr. PiasiiTBL. 

Met behulp der analytische meetkunde te bewijwn dat de l^n 
MB uit /tet hoekpunt M van een driehoek OPHy naar het mid- 
den van deêwelfs baeiê getrokken , en de regte i^nen Om' en Pm 
uit P en O, naar de uiteinden m en m' van eene lijn mm' 
evenwijdig hopende met de gesegde basis , elkander in één en 
hetzelfde punt sneden, 

Opgklost door C. J. MiTTBES , M. Hihr. Piibhtil , W. tah 
Haarst en M. G* Shoer. 

OPLossina van G. J. Matthes. 

Zij» Fjg.49, MO = a, OV=:b, Mm=zu; neem dan MOX en 

HT nit M evenwijdig aan OP getrokken tot scbeef hoekige coordi- 

naatassen aan , zoo zijn de vergelijkingen van mP en m'0 blijkbaar 

b hu 

y = (d? — II) en y = ^ (a — x). 

^ a — u a{a — u) ^ 

Elimineert men nu nit deze twee de grootheid «, zoo maakt 
men zich onafhankelijk van den bepaalden afstand van M, waarop 
mm' evenwijdig aan OP getrokken is, en verkrijgt men de meet- 
kunstige plaats van alle dergelijke doorsnijdingspanten ala hier be- 
doeld worden. Voor die meetkunstige plaata vindi men 

a 
en dit is juist de vergelijking der lijn MB die uit den oorsprong 
M naar het midden der zijde OP loopt; waarmede het gestelde 
algemeen bewezen is. 

LXXXI. Voorstel. 
Door J. Bassav. 
Uit den top G eens scherphoekigen driehoeks ABG is eene l^ 
GD getrokken, welke den hoek C middendoordeelt ; vervolgens 
M^ op BC en AG loodlijnen GE en CF opgerigt, die het ver- 
lengde van AB t n £ en F snifden. Als nu de lijnen GD, A£ 
en BF gegeven Bijn^ begeert men den driehoek te bepalen. 

OroKLosT door R. B. Lit , J. D. R. Moll, J. Bassaw, W. vaü 
Haarst en A. J. Nircwirhuis. 
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OffLossiiia tan R. R. Lit. 
Zij CD = a, AE •= 6, BF = c, AD = a? en BD =5 y; 
daar dan 9 zie Fig. 50 , l^ ËGF zoowel als /. ACB volgens de 
onderstelling gebalveerd is, heeft men de evenredigheden 
AG : BC r::r AD : BD = sr : y, 
CE : CF = ED : DF = J H- s? : c + y, 
wier prodoct is 

AC X CE : BC X CF =: s{b + x) i y(o -f y). 
maar aangezien Z. ACE = /. BCF is , 

heeft men nog AC X CE : BC X CF = AE : BF = £ : o, 
waamit blijkt jr(6 + jp) : y(o -f* y) = b i o 

en car(^ + «) = 6y(c + y) (a) 

Wijders z^n de hoeken ACB en ECF elkanders stipplementen , 
en Tolgens eene bekende eigenschap is 
CD» = AC X BC — AD X BD = CE X CF — ED X DF, 

Cïfi + AD X BD : CD» + ED X DF = AB : EF, 
of 0^+ ^ _ o» 4- {b + ^) (o + y) 

*+y A4-c4-j?H-y * 

hetwelk na herleiding en vereenvondiging geeft 

o«(4 + c) = ex{b + x) + by{c + y) . . . (b) 
Verpindt mm na vergelijkingen (a) en (b), zoo verkrijgt men 

- ex(b + «) = by{c + y) = ia\b + c), 
waaftiit door oplossing: 

o o 

men beeft na AB = a? 4* y, en eindelijk ter berekening van 
AC en BC 

AC X BC = AC* X - = BC« X - = a« + «y, 
j? y ' 

AC = ^1(^1+^, 

s 
LKXXH. VooiSTBL. 
Door J. Bassan. 
ITsl ifefi top C i?an ee» êoherphoekigen driehoek ABC t» eeiia 
loodlifn CD qo cfe £asts AB neergelaten en zijn op CB en CA 
de loodlijnen GE en CF opgerigt, die het verlengde van AB 
f» E e» F sneden» Jla nu de lijnen CD, AE en BF gegeven 
a^n^ begeert men den driehoek te bepalen en te construeren» 
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Onuoit door J. BitsAii , W. yah Haaut , R. R. Lit , A. J. 
If mi w iH HP M en J* D. R. Moix. 

0?LOSSI!l« 9011 J. BaMAV. 

Stel CD = a , AE = &, BF = c, AD = « en BD = y, 
dêD ïê ia A BEC, zie Fiq. 5! , 

a« = (6 -h a?)y = ary + Ay, 
en in A ACP o* = (o + y)jf = sy + ex, 

das cj? =s Ay , y = y ; 

no is a*= (jr + *)ti a*A = (« + A)c» = cs*+ &«r, 
««-h ** = 7^ «n # = — iA + |/^j6«4.£i\ 
y = -.ic+I/(ic»+^ 
AB = - |(i + c)^i|^^^+i/flK*o + 4a«) 

AC=|/(a»H.s»)^{f!(^-i.^^^^ 

BG=v/(a^+yV{^^^-»4-» + K^ 
Constructie. 

ÜO 

Zoek de 4* evenredige tot A^ a en c, lijadc -j-, ferTolgeni de 

middenetenredige tosschen -7- en a» zijnde y-Y'f ^^ ^^ ^® 

o ^ o 

schaiosche zijde Tan den regthoekïgen driehoek die }c en y—r- 

*o 

tot zijden heeft = lAic^ + -v-j wjn; van deze ^c argetne* 

den, zoo heefl men BD gecoostroeerd. Op dezelfde wijze con- 
strueert men s» Trekkende dan verder AC en BC, zoo is de 
driehoek gevonden. 

LXKXIII. YooiSTBL. 
Door J. Bassav. 
Vit den top C van een scherpkoekigen driehoek ABC is eene 
lyn CD gelrokken M kei midden der basis; voorts ujn op BC 
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en kC éU toedienen CE m CF cpgerigi^ dU hêi vêHmègde wm 
AB int en f tn^im. AU nu de J^nm CD, A£ é» BP gegt^ 
ven M^M, begeert men den dnekoek moq door eoneimeiie eU 
berekening ie vinden. 

OroBLOfT door R. R. Lit, W. var HAAitr, J. D. R. Hou» 
J. Baman en k. Z. Niidwihhdu. 

0vLo8§i«« ven R. R. Lit. 
Uit de driehoeken ABC en ECF, Pig. 62, vo%t: 
AC X BC : C£ X CF = AB : EP, 
en oit de driehoeken BCP en ACB: 

BC X CF : CE X AC = BF : A». 
Door vemoenigTnldiging vindt men hieruit 

BC« : CE« = AB X BF : EF X AE, 
waaruit kan worden afgeleid 
BC» ^ CE« : BC« = AB X BF +. EF X AE ; AB X BF. 
b nu' wéér CD = a, AE = &, BF = c gegeven, en stelt men 
AD =: BD = Sy dan gaat de vorige evenredigheid, daar BC» + CE» 
= BE» = (AE + AB)» ia, over in 

(* + 2#)» : BC» = 2ftr H- *(A -+• c + 2jp) : 2iw; 
evenno vindt men 

(e -f. 2«)» : Aff = 2b» 4- c(A + c + 2») : 2**. 
LoMen wij hieruit BC» eo AC» op, dan vinden we^ 

& + G b + C 

Uur «olgeos eane bekend* eigenichap der driehoeken is 

4C* + BC» = 2(CD» + AD»), 
of door overbrenging 

Ï-+1 _ 2(0» + * J, 

dat is na herleiding 

2{bcm + &r«+c« ») , , 

-^ r = O» + «», 

& 4- e 
of 2<^A + o) + 2iM = (a» + «^ (i + c), 

dus 4P^& + o) f 2i<w = a\b + c), 

be /Wc» .\ 

•aaro.! , = - ^__ + ^.(^^--^ + «. j 

1869^1863. H 
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./_ be + K^Vh- u\b + cf). 
> c ^ 

Hieniit kan men leer gemakkdijk den driehoek oonalroeren, 
door eerst eene lijn te zoeken , dié aan de waarde van s Yoldoet 
Betcbrijr dan op de som van 2m en b als middelton een halven 
cirkel, en uit het midden der lijn 2x als middelpunt met a als 
straal een cirkelhoegje , dat den omtrek des halven cirkels in zeker 
pont C zal snijden. Vereenigt men dit punt met de uiteinden 
der lijn 2#, zoo heeA men den gevraagden driehoek. 

Brengt men nu de gevondene waarde van x^ in de uitdrukkingen 
voor BC* en AC* over, dan worden hierdoor ook de zijden des 
driehoeks bekend, en men vindt 

W.:=y^j^ {2««(4+c)H*(*-3o) { -M•^^[«>*H»«(Hc)«] }} , 

Oplossiho van W. vin HiAssT. 

Laat men de lood lijn CG uit den top C op de basis AB vallen, 

en drokken wij haar door A en de beide segmenten dier basis AG 

door m en BG door n uit, bGzzzp stellende, dan is 2jr = m + m 

en A* = n{b + m) =z m(c + n), 

, . .j em{b + m) 

dus Ofs == cm en A* = r ^. 

b 

Maar dewijl s = m — p :=:n + p en alzoo p = ^(m -^ n) is, 
hebben wi) ook 

Oaor lias dete beide «aarden van k* aan elkander gel^k te stel* 
len , verkrqgen wg de vergeliiking 

ibem{b + m) = 4a>i> — {b — efm», 

of wel «H» + Tj -; m — -. -r-= o, 

(* + «)* (A + c)« 

— 2i»o + 2*1/' {Wc« + a*(b + cy»] 

«aarmt m =: — * i i-1, 

(b + cfi 

en dan is 

_ c _ — 2tc« -1- 2oi^{b^ ^ pijb + cf] 

" - ï "• '■ (A + c)« ■ ' 

derhalve 
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AB == 2, = « + « = :::i^i±M^^^±^^ïi±^. 

£ -i- c 
Ter bepaling fan s en y bebbeo w§ in den rei^tboekigen drkboek 
BCE, BC^ = BG X BE, dm BC = i^nlb + 2m), 

CD in dan reglhoekigen drieboek ACF, 

A(? = AG X AF, bijgevolg AC = ym{c + 2»). 
"Wg beginnen met m door constracde te bepalen en acbr^ven 
hare waarde onder deze gedaante 

Trekken we twee eikander ioodregt anigdende lianen EF en CO, 

en nemen we GH = e en HK =: GI = £, dan aal eene uit H met 

be 
IR eTenwijdig getrokken lijn een stok GL = j- alanijden , 

«ant dan i* GH ; GK = GL : GI of c : ifr -H o = GL ; A. 
Haken we nn GM = a, dan wordt 

LM = l/(GL*+ GM») = ^-|^^±_y + «»|, 

eo, door no LN c=: LM te nemen, is 

GH = LM - GL = - ^-^ + ^{(ïT-J*+ ••}• 
Zetten wig nn nog op GO de lijn GO = 2i6 oit, en trekken we 
nit O eene lijn OA evenw^dig met KN, dan is 

GO : 6K = GA : GN, of GA = ^ X GN = --^ x GN 

GIL ü 4- C 

2b (^ be 



{fr^-'-CG -)'+-])=- 



b H- cib -H c 

Door Toorta GP = 6, GQ = o, GS = m te maken en 

SB evenwijdig met PQ te trekken, ia GP : GQ =: GS : GB, of 

c 
^ : e = m : GB en dna GB =:: - m = fi. Neemt men nn 

o 

AE = i, en beacbrijft men op BE een bahen cirkel, dan ia blqk- 

baar C de top en derbaWe ABC de drieboek. 

LXXXIY* VoovsTiL. 

Door J. BiaaiH. 

jih ui$ den iep C van een echerphoekigen driehoek ABC op 

de M^den BC en AC loodUjnen CË en CF skgn opgerigt, die 

ket verlengde van AB tn E en F endden, en de i^nen EA, AB 

H 2 



gitizedby Google 



116 WISKCNSTIGE 

en SE jy» gegmoem^ begeerd men den driehoek %eo door eon- 
elnu^ie dU berekening ie vinden. 

Orfiuon door J. Bamak, W. tan Haabst, J. D. R. Holl, 
R. R. LiT en A. J. Nibowkhbois. 

Oplossiro van J. Bassab. 
Zij nvHleroui, i\e Fig. 51 , AE = 6 en BFmc, maar AB =a, 
en stel AD :z= :v , dus BD = — s, dan is in den regthoeki* 
gen driehoek EGB 

CD* = (-6 + J?) (a — J?) = a6 -h oa? — 6j? — ** 
en in dra re{;ih«>eki|;en driehoek ACF, 

CD* = (a — s + c) # =r «jp -h c« — *«, 
das ah ^^ bs -^ ex 

ab 

en s = -. — ; , 

o^ ac 

a — SP :=! a 



BC« = EB X BD = (a -h ó) X **^ 
BC = ^'^^'^ "^ ^^ 



ó 4- c' 



l ^ c ' 
AC* = AF X AD = (a + c) X "** 



b + c' 



b + c 

CoifSTBDCTIB. 

Neem op ecne onbepaalde lijo, EA = ó, AB =: a en BF = e, 
beMshrijf op BE en AF halve cirkels elkander in C snqdende, trek 
AC en BGy dan is de driehoek ABC gfconstmeerd. 

LKXXV. VoOBSTBL. 

Door J> Basbab. 

fl^anneer wit den top C van een êoherphoekigen driehoek ABC 
op de 9^den BC en AC hodl^nen CE en CF s^n opgerigt , die 
hei verlengde van AB t n E en F endden , en de inhouden der 
driehoeken EAG, ABC en BFC jb^^ gegeven y verlangt men den 
driehoek ie bepaien. ' 

Okblobt door W. vak Haabbt, J. Babsak, R. R. Lit, J. D. 
*R. MoLi en A. J. NituvivHUis. 

OnoBsiBft vmn W. tab Haabbt. 

Stelkn wif , Fig. 53, in deo driehoek ABC, AC =r bp, BC ^ y «n 
AB = «, voortB de (bedlqn CD = A, AD = m, BD = n^ 
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kE =z p en BF = 9* Ztj dan gege?en de inhoud van den 
driehoek ABC = 1, die van ACE :== /i eu die. ?an BCF = /,, 

j . 21 2/4 27, 

dan U « = — , /? =x --^ en } = -^, alamede , aie de vorige 

AS 'os 

ongave 9 m =: en 1» =:: ^ «elke waarden van men» 

p -^ q P + q 

dooor aabttitntie der waarden van s, /» en 9 overgaan in 

_ 211, _ 2/7, . ' 

*('i+/a) *(A+/«) 

Na M in den regtha<!'ki|;en drieWk ACD, 
A(? == CD« 4. AD», 

en in dea Fegthoekigtn drioiioek ACF it 

AC* SS AB X AF, 

-- " = -<'-> = ï^^'^ 

Stelt men beide waavdeo van #* aao elkander gelijk, dan heeft men 

**(/| + A)* + 4/»/i«= 4//.(/ + ƒ.) (ƒ, + /,X 
.«rnit jt - 1^*^^. {(-y ->- A) (/. + A) ~ //.) 

KA + ^») 

- v^C/i + A) 

Daarait volgt dan 
Vervolgens is dan 



= >"W"-^^'»>" Vrf/A-H/J ' 






= »^{2A(/4./,)l^^^P^j^^^}. 



De fevonden wawdea laeren om de ofunarketijke eTearedigheden 
koineD («». »S y») {/(/» + A). A(^ + A). U^ + '•)} 
en «» : #» — y« t= f, + A : 'i — A- 

I 3 
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▼oor het ge?al dal /f = Jj = / is, wofdt jp = y ^ s .^ , 

ea dcrhalfc de driehoek geli^lLzgdig, 

Ook kan de driehoek door eonatroctie gevonden worden. Nemen 
wig daartoe aan, dat er drie lijnen a, d en c gegeven zijn, en dat 
de inhooden der bedoelde driehoeken respectievelijk gelijk i^n aan 
de qoadraten op genoemde Ignen beschreven, zoodat / r= a^» 
Jf = 5^ en /^ :^ e* is, dan wordt daardoor 

of wel h= V^^ . X l>^(a» + Z^* + c*). 

Zqn aliOQ^ lie dezelfde Figaor, 6K en HL twee elkander in het pont 
H loodregt snqdende lijnen, en nemen wg HG =:i 5, HA = c 
en op de mt A op AG opgerigte loodlijn, Al ^^ a, dan is 
GI = \/{ff -(- 5? + e^, waardoor 

_ 2a5c,Gl ^ |/2fl^.Gl 

— ^h^^c^ ~ AG 
moet worden. Haken wig daartoe GK = GI en AL = 2AI s= 2a, 
en besehrijven wq op GK en HL halve cirkels, van welke de 
eerste HL in M, de tweede de nit A op HL opgerigte loodlqn 
in N snijdt, dan is HG X GK = GIS dat » ^«^1 = ^MS 
of GH = l/'ó.GI en NA =: f/'HA X AL = |/2ao. Nemen 
wq na AO = AN en trekken wij OP evenw^dig met AH, dan 
wordt 6H:nP = GA;A0, dat is |/^5.GI : HP = GA: \/2m 

en dos HP = — ^ h. 

AG 

2a* 
Dew^l na s = — is, hebben wij slechts AQ = HP te nemen, 

de l^n QI en daarmede evenwqdig LB te trekken, opdat AB = s 

zg, want dan is AQ : AL = AI : AB, dat is A : 2a = a : AB 

2a* 25* 

en alzoo AB =: — - =: a. Om na nog de lengte vanp s=: -r- 

te vinden, zetten w^ op AO een stok AS =: 5 en op AL een 

stok AT = 23 oit, vereenigen vervolgens Q en S door eene regte 

Iqn en trekken oit T eene lijn TV daarmede evenw^dig. Wg 

hebben dan AQ : AT = AS : AY, dat u A:2d=±d:Ay en 

25* 
dos AV s= «7- = p- Wg lollea no de driehoeken konnen oon- 
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itniereo« Daartoe breDgen wij AV op het ?erlen(^e fan BA over, 
loodat iE = AV = f», ferwgl gelijk wij vonden AB = « ia. 
BeichrQvtti wq na op BE een halven cirkel, nemen we Aü = AQ 
=: MP = 4, en trekken wij OC evenwijdig aan AB, dan ia C 
de top dtr driehoeken; BC en AG zgn dan blijkiMiar de twee 
mdere z^deo dea driehoeka, terwijl GE de eene, en CF^ die vit 
C loodregt op AG getrokken ia , de andere der beide in de opgav» 
getrokken lijnen ia. 

LKXXYI. VooiaTiL* 
Daar J. fiAaa&«« 
Op de s^den BG en AG mm een acAerpAoeA^en dnehoek 
ABC jffli iifl ket koehpmii G laaOfnen opgerigt^ die hei ver^ 
lengde der haeie «» fi e» F anyian. AU tm gegeven sjfii de 
ttrakn der cirkeU, die om de driehoeken EAC, ABC en BFC 
bê êchr even kunnen warden , begeert men den driehoek moo door 
eomirueiie êls berekening ie vinden. 

Orouosf daar R. R. Lit, W. vah HiABaT, J. Bassaiii J. D. 
R« Hou en A. J. IfiivwiHHVia. 

OPLoaaiHo van R. R. Lit. 
Iaat, 2ie Fig. 51, de stralen CM, CP, GN gel^k aan A, R^, E^ 
gegeven z^n, dan kan men de tijden AG en BG gemakkel^k 
daarin nitdrokken , vermita CP en GN in het pont C loodregt op 
CM staan , want men beeft 

_ AB.AG.BG AG.CE.EA 
*~ 4AABC ' 4AACE 
_ AB.BC GR.EA 
~ AB ' EA 
- = BC : GE = GI : CK. 
Hierait Tolgt aGM c» aGKP, derhalve /. ICM = Z. KCP 
en mitadien L MGP = L BGE = 90^ Evenrao blijkt het dat 
ICN een regte boek ia. No is in A MCP, PM = •(«• + «,*) 
en in A MCN, MN = K«* + «»• )• »•« ^«««s CG J. M 

_ CM XP RRj 

staat, zoo ia CG — — g- = ^^g, ^ ^ ,j 

2RR^ 
en AC= 2GG = ^(«t ^ r^s)- 

Op gsl^ke wqa vindt men BC = ^^g» ^ j^^ty 

Eindelnk ia volgens eene bekende eigenschap 

H 4 
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«,_ __ AC. BC ^ 2ltJt|Jt^ 

met behulp waaifai» 
AD = KAC» ~ CD.) = ^(,1, ^^;'A. :^. a,») 

BD = HBC» - CD.) = p^g5.^-g^,3^ènrR?) 

.p AD ■ PD- 2it«(g.+ lt0 

AB _ AD + BD _. ^^, ^ Jï^») («« + «,«)• 

Uit het ▼oorgatnde bloeit deze hoogst eenvoodige cooftractie 
toort. Leg de «tralen Jl^ eo Jt^ in elkaoden verlengde en rigt 
in heider gemeentehappelqk grenspont G eene loodi^tt CH op, 
waaraan meo de lengte van Jl ge?e; vereenig dan de uiteinden P 
en H mei H en laat nit G op PH en IN de loodl^nen C6 en 
Cl fallen, die men ter dobbele lengte doortrekke, toodat GA==:G6 
en IB = Q wordt, dan ia iBC de begeerde driehoek. 
LXXXVn. VooESTiL. 
Door W. TAM Haaest. 

De afrofefi «on drie eirkeU en de afeUmdm wm dêraelver 
midde^^mUem «yi» g^even, en men vraagt naar de onderlinge 
afeUmden der gel^kvormigkeid^mUen ^ die drie aan drie in eene 
regie /y m gelegen sjfn. 

OraatosT door W. var EEAAiaTt R. R* Lit en J. van piE Hoitih. 
OpLoasiRft van W« tah HAAaaT. 

Laat, tie Fig« 64 » A, B, C de middelpunten der drie drkeb 
fign met de stralen n^ fi^ y hesehreren» en stel BG = a, CA =i6, 
AB = e. De nit- en inwendige gel^kvormigheidtpnnten van de 
drkela B en C noemen w^ ü| en I^; die van C en> A, ü, en I^^ 
en die tan A en B^ U^ en l^. Dan is het bekend dat D|, V^ 
en Vg'f IT|, Ij en 1,; V^^ I, en I^, alsmede Vg, I| en I^ op 
<én regie Ign ge^gen ngn. Wij willen beginnen met de afatan- 
den Ie berekenen die deie ponten hebben van de middelpnnten 
der cirkela waartoe iq behooren. Daartoe heeft men alechta die 
middelpunten met de raakpnnten te vereenigen, alswanneer de 
gel^kvormige A A die daardoor ontstaan gemakkelijk geven 

ADg: BU, = : ^ = Al, : Big, 
waamit AU, — Bn, = e;AU3 = a — ^i^enc-BU^srA— ^:^, 

bggefolg Aü, = ^^ en BO, = — ^j 
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TaiderMiI«-hBI, = «:Ai,ss« + ^:(»«ie;BI, = «4*?:P. 

Voorts geven de driehoeken ügAÜ^ VjBÜ, en Ü,GU2 acktervolgens: 
ÏJ,Ü, = ^'{AUj'H- AU,« — 2ADa. AU,.r<w ^} 

l(«-r)«'^(— P)» (•-r){»--P)l 
- f ^/P 

w=^pr;^j»-p (.') 

^.^«- (,-/(,-,) ^^-- (O 

De abtanden 0|i U,!, vindt men met behnip der AA la^» 
],Bü,«n Ü,CI, aldus: 

^~ («H-(ï)(«+y) 

~(« + «(»+y) *^^ ^^ 

°A = ,^^4,,^ >^^ (b-) 

▼oor de afttanden op Ü^I) en op V^I^ Terknggt men uit de 
A A Viils, I3BI4 en I4CI),, almede V^s» ^sBIf en I|CIs de 
naTolgeode waarden: 

n, _ «1^ 1 «'(«+P)(«~y>M;^(M-y)(g-H»H-<^y-«)(y-H8)) 
""•^ («+P)(«-y) 

=(rr«Trr;)^* ^ ^-^^ 

H 6 
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o, _ 4.1^ {««(«-g)(«+yH.y(P+y)(P-«)+c»(y+«XyH-g)} 

•• (— P)(« + r) 

i/y (d) 



(• — (3)(»+y) 

Aanhbbking van C. J. Hattbbs. 

Als men ïn form.' (a) a en « door b tu^ heaf^ door e en 7, 
e en 7 door a en a vervangt, zoo verkr^gt men, op het teeken 
na^ fbrm. (a'), en doet men hetzelfde wederom met deze, fbrm* {yy 
De tegengestelde rigting ?an Ü3D1, met opsigt tot Uiü^ en U^Dg 
wordt alzoo aangewezen , en dit geeft rekenschap van het negatieve 
teeken. 

Neemt men in fbrm. (a) ^ en y negatief, zoo verandert ze in 
form«(b); stelt men in dezelfde formole alleen |3 negatief, zoo 
vindt men form. (c) , eo alleen 7, zoo verkrijgt men form. (d) ; 
vervangt men m form. (b) a tn » door & en , i& en |3 door c 
en 7, c en 7 door a en os , en neemt men vervolgens 7 negatief^ 
zoo komt form. (b') voor den dag, en om van form. (b^ tot form. 
(b') o^er te gaan , heeft men slechts b met c en ^ met 7 te ver- 
wisselen; zorg dragende van het teeken dat daarb^ verandert wéér 
teregt te brengen. De formules (c), (c') en (e*) gel^k (d), (d')en 
(d*) hangen op soortgelijke wijze zamen. De reden van dit ver- 
band is Itgtel^k in te zien. 

LXXXIII. YOOISTBL. 

Door W. TAH Haaist. 

AU de vergdéfking eener ngto l^ en de eoordifiaten wm 
twee punten A en B gegeven jg^n, wil men de ooöfdinaten 
vinden van hei puni P, op de gegeven l^n moo gelegen^ dat 
AP + BP een minimum s^', 

Ofoblost door W. vah Haaist, J» vah dbi Hobvbh, R. R. Lit 
en A. J. NiBVwiiiBiJis. 

OrLossiHo van W. vab Haabst. 

Zig P, zie Fig. 6&, van de gegeven lijn het gevraagde pant, 
A en B de gegeven ponten, dan zal, zooals bekend is, AP + BP 
een minimum zqn, wanneer AP en BP gelijke hoeken met de 
IQn HIN maken. Zij dan de vergelijking van MN, y =:z ms + n, 
de coördinaten van A :a, a^, van B : b, b^ en die van het pont 
P:/),/>i. De vergelijking van de lijn, die door de punten Ae&P 
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gMt, ï8 dan y — a^ = ^^ ~ ^* {» — a), eo die van de Ign 

p — • a 

wdke door de panten B en P getrokken kan worden, ff — b^ 

=z ^^"" * Is — i&). Dewql echter p,p^ een pont nn de Iqn 
p — b 

MN if y moet p| := «ip -(- » z^n. Daardoor zullen vg de ver- 

gelgkingen van AP en BP kannen aehrijTen 

nm + n^ÜM, . . fnp + n — b^ . 

De hoeLen MPA en HPB moeten nn elkanden rapplementen zqn, 
waarnit volgt, daar 

_ ,^^_ /> — a am + n — aj 

"•" p — a 

bm + n — b^ 
en ToHg MPB = . . T ^ * — ^ *•• 

a,w.f.w — «1 *^+« — ftj 

«aarait men ligtelijk verfcrqgt ■ 

_ fi(a, -»)4-a(*«-»)}(w*-i)'-2«'((«i -«)(V:!^Zg*/ 
'-" ^ {(a+»)m-(a,-.|i)-(A4-«)}K+ 1) 

•o dan ia ..„ • 

ft=«p+i»_ |(. + i)|,._(a,-ii)-(«,-«)(«^+l) 

Stelt men hierin m = ^-^ , dan ataat da gegeven Iqn lood- 

fcgt op de Iqn, die door de beide gegeten ponten getrokken kan 
«oiden. Het gevnagde pont wordt dan het anqpont deier Iqnen 
_ («1 - gi)(M«i - *) — «('i — »)) 

5 — _ ( g — 3)(o8, — a«>)+(ai--gty» 

Ia m = O, dan loopt de gegeven l^n etenwqdig met de ai der 0. 
Inditgevdia ^ = -ilLJ-^_L__2- en p, = n. 

It daarbq nog n = O, toodat de gegeven Ign de as der s lehe 

aéh + a3| 1^ 

it, dan wordt p == r-r- en pj — u. 
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Is Da nog a = 6, loodat het laatste geval met hel eerste uineo- 
▼alt , dan is /? = 6 en p^ = 0. 

LXXXIX. V o o « s T I L. 
Door W« VAR Haamt, 
AU me» uit één van drie mllekêungê funten O, A eis B 
Hfnen 0Q| , OQ, eiis. ireki , »oo kan men op élke dier l^nen, 
aü^d éénpunt P|,Pi> en», vinden, in dier'voege dai AP| + BPi, 
AP^ 4- BPji, ee» minimnm «y. Frgge naar de meei kn iuUge 
plaaiê der pynten P. 

Omklost door C. J« HATTitts en W. tah Haabst. 

Oflossir6 van C. J. Mattrbs. 
Hen sal hier met voordeel polaire coördinaten beiigen , eo neme 
alsdan , zie Flg, 56, OA voor de as en het pnnt O voof den oor- 
sprong aan^ laat wgders gegeven z§n (ML := «, OB = 5 en 
Z. AOB =: CÊ, Hen heeft na voor de som van AP en BP b^v. 
als f en de coGrdinaten fgo. ^ 

AP+BP=|/(oM-f«-*lfCos^>+-l4^^f^2ifCi>s(*— «)]. 
Baar nu die som voor iedere bijzonder waarde van een mini- 
mam sqn saoely beseboawe men voor een negenMik als stand- 
vastig en dos AP + BP enkel als eene fnnetie van f, en diflFerenlieere 
F(() ten opzigte van f. Voor de eerste diftrenliaalverbooding 
findi men 
ru\ e-^Co$0 (^6Coê{0 — m) 

Deze aan O gelijk gesteld, geeft de tweede-magtsvergelijking 

(\a^Sin^ — b*Sin*{0 — a)] — 2ab^[a Sin^o$((p — «) 
— öSin\^ — «) Cos(P] -+- aV^Sin^ — &n«(^ — a)] = O . (b) 
die de bedoelde meetknnstige plaats zon voorstellen, ingeval de 
daamit voortvloeijende waarden van ( de tweede diftrentiaalver- 
bonding peeitief maakten, ware het niet dat door het wegmaken 
der wortels deraelver teekens verdwenen , zoodat 

P(.\ _ ^'(AP-BP ) _ e-^Coi0 



ylö^+f^—2öfCoe{(p^a)] 
mede dezelMe vergel^king (b) oplevert. 

Van derzelver beide wortels zal dos de eene van de atelkondige 
somi de andere van het stelkandig verschil der afstanden gelden. 
Die wortels worden door oplossing bevonden te zijn: 



gitizedby Google 



o P G 1 V E ». N«. 88. 125 

_ «g ^11(20 ~#) 

fl^ &Vi » 

^ ^ ~ üSin(p— bSiiW''^ ^""^ 

LaatstgABoeoide vergelijking stelt de regie lija AB voor, die tot 
de vertchillen betrekking lieel>. Eerftgeqoemde is die eeoer kromme 
lijn, die, gelijk laeo lien zil, in haar geheel aan de vraag beant- 
woordt, mits men slechts lette op <)e teekens van AP en BP. Vóór 
wij zalks aantoonen, willen «ij echter eerst het beloop der kromme 
door het bepalen van eenige hoordpimten nagaan. 

De vergelijking geeft voor ^ = O, f = aj voor = oi, 
f :=: b'y de ponten A en B zelve behooren dos tot de kromme 
Iqn. Voor 4> = i««0='9O®-ht« wordt f := O, bijgevolg 
is de oorsprong O een dubbel poot der kromme, in hetwelk de 
voerstraal tegelqk raakl^n is. 

Behalve A en B heeft de kromme nog een pont G met de regte 
lijn gemeen , den voet namelijk van de loodlgn daarop uit O neérge* 
laten. Immers voor die loodl^n is blijkbaar aCoêCpziz 6Ca8(j$ — a) 



en 



sobstitoeert men deze waarde van 4> =iBooy ^<>^ — jrsj ^ 



in vergelijking (d), zoo verkrijgt men, daar 
«- ^ «— *C!w« ^. . . ^ aCoam—6 



5tn(2(^ _ «) = ^\^_^^^ «rdt: 

aóSina 

/ ~ |/{o«4.i«— ZiÊèCoaa) ~ 
Voor ^=90^ wordt in fbrm. (d) 

dbSinm ^_. 

> = a + ICc» = ^"' 
terwijl fbrm. (e) in dat geval overgaat in 

' = a - hCa.0. - ®^- 

De aobstitoUe van = dO^^ + «( in Ibrm. (d) geeft: 

_ _ ohSinm _ ^^ 

' "" aCoêot J^h • 

adiStft A 
en ia ftrm. (e) o = ^ ■ ; =2 OL. 

Wil men het pont der kromme bepalen op deo veentraal die 



gitizedby Google 



126 WISKDNSTIGË 

evenw^dig loopt met de regte ]qn AB, zoo stelle men van (e) den 
noemer aSin^ — bSin{<(> ^- «) = O, welke waarde van 
« «. / — 6 Sin» \ 

6 Sin» -. ,. . aStH» 



«.derhalve , = -—p^j-^-^^^ _ OF. 

'Om op te sporen of de kromme welHgt eene asymptoot heeft , 
stelle men in form. (d) den noemer a Sin0 -f 6 Sin (^ ~- «) z= O» 

waarnit = Boog Tang L . ^ g^ ^ ) = il«^01ll, welken 

de lijn OM uit O naar het midden M fan AB getrokken , met 
de as OA maakt. Is er das eene asymptoot, zoo moet dit bare 
rigting zijn. Berekent men den afstand, waarop tq van den oor- 
sprong zon a&taan, zoo vindt men daarvoor volgens Schudt, 
Begimelen der DijferenHaal- en Iniegraalrekéning , § 156, 

« df ab(a* — b^)Sinit _ ^ 

bl.223: / = ?^^^= ^(,.,^fc. + 2a6gos.)3 =^''°^ 
eene bepaalde waardij; het bestaan eener asymptoot TSU is bier- 
door tot zekerheid gebragt. 

Eindelijk willen we nog de waarde van p opmaken , voor het 
geval dat de voerstraal loodregt staat op de zoo even gevondene 
asymptoot. Alsdan is 

•>98e'olg f =-_-^_^-^^_^ = ON, zijnde d.t 

dezelfile waarde als van den afstand der asymptoot. 

Ten einde voorts tot de kennis van maxima of minima te gera- 
ken, differentieeren w^ formm. (a) en (e) op nieuw, alswanneer 
wq voor de tweede diiferentiaalverbonding vinden: 
Pi^)__ a^Sin^ l^Sin\(p^a) 

f'{p) ~ K«*+P'— 2«pCw4)P ^ K[69-|.p2— 26pCM((p— «)?' ^ i 
daarna substitueren wij in F'(p) de waarde van p uit form. (d), 
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» iu f\f) die van forin. (e), zoo verkrijgen wij ■cktervolgens 

^ ^^^~ab Sin(pSin(0 — ») y-[a^ ^l^— ZabCoactf*'^^ 
De waarde van form, (g) ï$ powtie f zoo lang Sin0 en Sin ($ — a) 
eenzelfde teeken hebben, maar wordt negoHef in het tegenge- 
stelde gevaU Wi) vinden hier das een minimotn voor y et ea 
^ 180^, en eeo mazimom voor } O en ^ oo. Nemen wij 
hierby in aanmerking dat bij den overgang van ^ et iot0^a, 
BP negatief wordt , en b^ dien van 0} L ^OM tot ^ < /_ AOM, 
BP wederom positief en AP na negatief wordt , zoo leeren wq 
hiernit: dat voor het gedeelte BGDOEFA der kromme, AP -f-BP 
een nttmmttm, voor het gedeelte lOB, AP + (— BP), dat is 
AP — BP, en voor het gedeelte AG, (— AP) + BP = BP — AP 
eeo masimwm wordt. 

Wat de waarde van form. (h) aangaat , deze is negatief, bijal- 
dien Sim en Sin {0 — <s) niet van teeken verschillen , en p<h 
wiiief als dit wel het geval is. Vóór de regte lijn zien wij verder 
uit de figoar, dat bi) den overgang van ^ ^ «e tot ^ at, BP negatief, 
en bq dien van $ < Z- AOH tot } L ^Olf, AP zoowel als BP 
negatief wordt. Dit geeft voor het verlengde van AB, AP — BP 
eo Toor dat van BA, (— AP) — (~ BP) = BP — AP een 
masnmam^ daarentegen voor het tosschen gelegen stak AB der 
fcgte lign , AP — (— BP) = AP + BP een fntnt fNtMw. 

W^ hebben in dit onderzoek in het algemeen OA en OB ongeluk 
van lengte genomen ; stellen wg a = 6 , zoo gaat form. (d) over in 
_ a Sin (20— et) _ aCoa(0 ^ jet) 

' ~ Sin0 4- Sin{0 — c6) ~ Coaieo ' ' ^*^ 

waaruit bl^kt dat in dat geval de kromme l^n in een cirkel ver- 
andert omachreven aan A AOB. 

Ware eindelijk het pont O op de rigting van AB gegeven, dan 
wierd « = O of s= 180% waarvoor men verkreeg 
ab Sin20 2a6 ^ ^ 

' = (a.+ 6)^(,^=-ör:nr)^^^- • • -ö) 

— abSin20 2a6 ^ ^ 

(a — o)Stn0 a — b 

derhalve wederom cirkels die beide door het pont O gaan, en tot mid- 
deU^n hebben de barmoniach middenevenredige tossoben a en -^ 6. 



gitizedby Google 



128 .WIS&DNSTIGE 

XC VoomsTBL. 
Door W. VAR Haab4T. 
De vergel^'king ie bepalen van een cirkel mei gegeven sinuU, 
die een gegeven cirkel in een gegeven pmU aanraakt. 
OroBiMT docr C J. Matthbs, W. vah Ha^bst, J. vab dbb 
HoBTBVy R. R. LiT en A. J. Nibuwbrbvis. 
Oploming van C. J. Matthbs. 
Laat y zie Fig. 57 , Ok = a , GA = 6 de coördioateo zijn 
van den cirkel C met deo utraal r betehrevea, voorts van bel 
paot P aan deftelfs omtrek de coördinaten OQ = />, PQ rm ^ en 
eindelijk den stiial p des gevraagden cirkelt gegeven zqn: dan is 
het blijkbaar dat er twee cirkels zijn die voldoen, waarvan de 
eene den gegeven cirkel nilwendig en de andere denzelven inwendig 
aanraakt; terwql het pant P gelegen is op de I^n die de mid* 
delpunten M en G of M| en G verbindt. Het komt er dns enkel 
op aan de coördinaten van het middelpunt der gevraagde cirkels 
te vinden , hetgeen gemakkelqk geschiedt met behulp der gelijkvor- 
mige regthoekigc driehoeken MSC, 1I|TC en PVC, die de navol- 
gende evenredigheden geven: 

PC : MC = PV : MS = (a — ») "^-^^ 
PC : MjC = PV : M^Tir: (a — p) '^ "" ' 
PC : IC = CV : CS = (6 — q) 

PC :M^C= CV : CT = (A — j) 

Daar nu ON = OA — NA = OA — MS, MN = CA — CS, 
ONj = OA ^ N,A = OA — M^T en MiN4= CA — CT is, 
zoo kr^gt men terstonVi voor de verlangde vergelijking: 
[(*-/») r ± («- p) pP + [(y -,) r ± (*-,),]»= ,»?«. 

XCL VoOBSTBt. 

Doer Yf, vab Haabst. 
De vergelyking Ie vinden van een cirkel met gegeven etrual, 
die twee, gegeven cirkele aanraakL 

Ofoblobt door W. vab Haabst, K. R. Lit, J. vab dbb Hobvbn 

en A. J* NiBuwEiTHvis. 

OpLoasiBa van W. vab Haabst. 

3^aldien wi] de l^n der middelpanten van de twee gegeven 

cifkels met de stralen JR en r beschreven , tot as der absdssen , 



r 

r 
r — p 
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hel middelpant vaa den eeoeD tot oonprong aannemeD, en 
den afitand van beider middelpanten = a atellen, xoo heeft men 
ait p de atraal en «i, n de coördinaten van den bedoelden cirkel 
ign, blikbaar de twee vergelijkingen: 

m« + n« = (p ± /{)« (a) 

^m - a)« + n» = (p ± r)« (b) 

waaroii men alechU «i en m behoeft op te lonen , om door snb* 
ttitntie Tan denelver waarden in 

e» - «)* + (y - »)* = f» (c) 

tot de begeerde vergel^king te geraken. 

Te dien einde trekken wig (b) van (a) af, waardoor wq dadd^k 
▼etkrygen 

2a ^ ' 

en vervolgens met behulp van verg. (a) 

_ ±t^{4a«((.±fl)«-[a«-f(fi»-r»)±2>(fl=Fr)]»} 
— 2Ï '^'^ 

Door behoorlgk acht te geten op de renchilleode tekent bevindt 
men, dat er in het algemeen acht cirkels ajn die aan de vraag 
voldoen. Immers, de vei^g. (d) stelt vier onderscheidene waarden 
van m voor, bij dke van welke een dnbbeltal waardgen voor n 
behoort, te weten: 

_ a« + (Jt-r)(« + f-|-2>) 

"** IS ^^ 

_ ± l/[a*-{R - f)«l [g +r + 2p)« - a«J 
«,_ , 

a«4-(g-r)(fl + r~2p) 
"^— : 2Ï ^^' 



_ é« + (a+r)(g-ff 2p) 
2a 



-.- 5: :. .• . (b) 



_ ± K«*~ (g -h 0*3 [(g -r + 2»)»-o«] 

«s 2i : ' 

_ •«4-(a + r)(J{ — r — 2f) 
"•*— 2i 

_ ±K«*-(« + ^)'3 P~r~2f)»--a«l 
"♦— 2^^ ^* 
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De waarden (O g«^en een paar cirkels van uitwendige rakiog' 
die onder (g) een paar van inwendige raking; de waarden (h) en 
(i) lijn de coördioaten der middelpunten van twee paren cirkelt 
die den cenen cirkel (B) uitwendig en den anderen (r) inwendig, 
of den eenen {R) inwendig en den anderen (r) uitwendig aanraken. 

Bij gelijke stralen worden de vergel ijkingc^n der vier paren cirkels 
aclitervolgens: 
(, _ i«)t+ {y -Sf i^-[4(H + p)«- a«])»= »«. . . (k) 






Raken de gegeven cirkels nog bovendien elkander aan , alswan- 

neer « = 2R i«, dao beslaan er slechts de navolgende mos raak- 

cirkels: (^ - -R)* + [y T ^^p(p + 2^?)]» = P« . . - (o) 

(,_/?)« H- [y T ^^K? - 2i?)]« = p« . • . (p) 

[s^(fi + p)]«4.y»= p* (q) 

[, _(R -.p)J«H-y*=p« (r) 

Het is klaar, dat niet voor alle waarden van a, A, r en p al 
de cirkels bestaanbaar f uilen zijn. Is « > r en daarbij ayR-^-f, 
zoodat de gegeven cirkels bniten elkander liggen, dan zullen er 
werkelijk acht raakciikels bestaan, mits 2p > a -f- (fi + r) «ij. 
Dit I» niet langer het geval bijaldien 2p = a -h (^ + O " . 
wanneer maar é«n cirkel de twee gegeven cirkels inwendig raken kan. 
De waardijen (g) geven aUdan voor de vergelijking van dien cirkel 
{s - i[a - (« - r)]}» -H y^= i[a + {R + r)]\ . (s) 
Wordt 2p nog kleiner, dan wordt deie cirkel onbestaanbaar en er 
blijven alzoo jm over , zoolang 2p > a + (B — r) blijft. Wordt 
2s = a + (iR — O» ^^°^ vallen weer twee cirkels op elkander, 
die namelijk cirkel (fi) inwendig, en cirkel (r) uitwendig aanra- 
ken. Immen men verkrijgt voor de vergelijking blijkens Formulen (i), 
[g _ i[a -{R^ f)])«-h y* = i[a + {R - r)]«. . . (t) 
Er lijn er dus nu ry/, maar ook deze eeue cirkel is niet meer 
mogelijk, loodra 2p < a + (« — f), in welk geval het aantal 
cirkels beperkt is tot wer, indien altoos 2p oog > a — {R — r) 
blijft I want voor 2p = a — (ft — r) vloeijen er weer twee tot 
één zamen , te weten , die cirkel (/?) uit- , en cirkel (r) inwendig 
aanraken ; van gezegden cirkel is , zie formm. (h), de vergelgking 
(, -. i[a ^{R+ r)]}* + y* = i[ö — (R —O?, (n) 
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Ook zolk een cirkel ?ervalt geheel als 2p ^ a — (A — r) is, 
zoodat er dan nog maar lic^ee oferblijveo , die de beide gegeven 
dikels nit windig aanraken. Intasschen gaan ook deze twee in één 
over als 2p ^^ a — (A -|- r), en wordt deszelft vergelqking, 
zie ibnnai. (Q, 

{s - ï[a + (R- r)]}*+ ,«== i[a - (« + r)?.. (f) 
Eindelqk lal aan de vraag niet kunnen worden voldaan, als 2p 

Onderstellen w§ verder dat a ^ £ + r zij, das dat de ge- 
geven cirkels elkander uitweodig aanraken, dan verkrijgen de verge- 
lijkingen met de middeIpants-co5rdinaten (f), (g), (h) en (i) 
aehtervdgenf dezen vorm: 

r R + 'r ) "^r^ RT~r i ~* ^' 

» - (f + «)]*+ y* = e* •• (y) 

[* 4- (f - iO? + y*= ^« W 

Het bigkt dos dat hier hoogstens set cirkelt zijn , alle bestaan- 
baar voor p ) a , dat is ) A -f- r. Voor p ::^ R -^^r gaat verg, 
(«) over in 

(»-r)»+y«=(« + ff .... . (aa) 

zoodal er dan niet meer dan v^ƒ zijn; zoodanige cirkel, die de 
twee gegeven cirkels inwendig aanraakt, wordt zelfs in het geheel 
onmogel^k , bijaldien p ^ A + r, maar de oter cirkels die dan 
nog overblijven zqn allqd bestaanbaar; 

AU a ^ A 4- r en tevens ^ A — r is, snijden de gegeven 
dikeb elkander. Al de acht cirkels zullen voor dit geval bestaan- 
baar zi^n , mits 2p ^ a — (A — r) en tevens < ( A -|- r) — a zij. 
Altqd toch zijn er twee cirkels die de gegeven cirkels uitwendig 
aanraken, blijkens formm. (f). Wat de inwendige raking betreft, 
100 leeren ons formm. (g)^ dat er mede twee cirkels znllcn bestaan, 
mits 2p < (A + r) — a of > (A -f- r) + o zij ; wordt echter 2p 
tnsttben die twee grenzen genomen , zoo zijn ze onmogel^k. Voor 
2f =:(A+ 0*""^* alsmede voor 2p = (A + r) + a, gaan zg 
io enkele over, wier vergelijkingen zijn: 

{,- |[« 4- («_ r)] }« + ,«= i {(H + r) -.} »..(bb) 

(,_ i[. -(«- r)])»+y»= i{(B + r) +a)«..(cel 

De cirkel* (h) wHen nit, foodra 2p > « — (ft — r) i», wegens 

12 
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a (^R + rf terwijl er voor 2p ::= a — (A — r} maar een enkele 
beataat, waarvan dit de verf;el^kiog ia: 

{, - i[(fi + r) + «]} « -H ,»= i f « - (ij ~ r)}». .(dd) 
Eindelijk worden de cirkela (i) onbeataanbaar , bijaldien 2p y a 
+ (A ^- r) ia, ook al aitboofde van a ^ ü + r, en ia er aleehta 
ëén voor 2p = a -f- (fi — r), die tol vergelijking heeft 

{s + i[(B -h r) ~ a]) 2 + y*= i{a + (« ^f))*..(ee) 
Gesteld uea hadde a = £ — r, dan bettond er ecne inwendige 
raking totscben de gegeven cirkels. In dit gefal verkrijgen • onze 
vergelgkingen, zie (f), (g), (h) en (i), dezen vorm 

|, _(, + B)}«+yï- p«. . . . .(ff) 

{, + (,-«)}»+ y«=p* (gg) 

£r zijn das hoogstens tier cirkelt mogelijk. Want de aitwendige 
en evenzeer de inwendige raking geeft maar ëén cirkel j de cirkela 
(hh) zijn blijkbaar onbestaanbaar ^ terwijl het voorhanden zijn der 
cirkels (ii) nog gebonden is aan de voorwaarde p ^(Jl«— > r). Wordt 
p = It «^ ff zoo vloeijen deze zamen tot ëén , waariuin de ver- 
gelijking ia (s + rf+ y^={R — rf (j j) 

Is eindelijk a(^R'^rf dan ligt cirkel (r ) geheel binnen cirkel (R)^ 
voor dit geval zijn er geen cirkela denkbaar, die beide uiiwmMg^ 
of den omvat tenden ut^ en den tngeslotenen inwendig aanrakeo, 
waarvan dan ook de waarden n^ en fig , zie (f) en (h), getuigen, die 
beide onbeataanbaar worden. Wat de inwendige raling aangaat, zoo- 
danige cirkels kunnen bestaan, mils slechts niet 2p ^(it-^r)-— a of 
>(fi-hr)+ a zq, blgkena(g). Voor 2p = (BH-f)— o of 2f =(JI+r) 
•f- «, ia sleohta ëén cirkel mogelijk, waarvan de vergelijking is: 

(#-K(«- »•) + «)]}»+»* = i{(fl + '')-«}».(kk) 
of {M + \[{R - r) - «)]}•+ y» -i\{R +r)+ a}«..(ll) 
Ten laatate beataat ook nog de mogelijkheid van cirkela die cirkel 
(A) tfft- en cirkel (r) «s^endig raken, mits 2p niet ^ (/{—«' r) -«— a 
en evenmin y (il — r) + a zij , aangezien alsdan de waarden 
n^ van formm. (i) denkbeeldig worden. Voor 2^ = (Jt *- r) — -> a 
of 2p == (A — r)'\- a is er maar ëéo , waarvan bier de werge- 
l^kiogen ten alotte nog mogen volgen: 

{» - iP + r) + «]}« + y* = è {(B ~ r) - a)« .(mm) 
(* + Jl(R + r) - «]}« + y« = i{(li- r) H- •}«. .(«») 
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XCII. VOOBSTBI, 

Door W. TAN Haabst. 
De tergel^king op fe maken van een cirkelf éie drie in 
grootte en ligging gegeven eirkele aanraakt. 
0p«£I.O8T door C. J. Matthbs, W. var Haabst en J. tav okb 

HoiTBS, 

OpL088iir« van C, J« Matthbs. 
Noemen wij A en a, B en ip, C en 7 de middelpanten en 
stralen der drie gegeren cirkels , en zij BC = a, CA =r b^ AB = c, 
dan heefl men ter bepling van den cirkel p met de coördinaten 
«I en n, die de gegeven cirkels alle uitwendig aanraakt « bijaldien 
men A toot oorsprong en AB ?0Qr abscissenas aanneemt , en als 
CD ::= A de boogte en AD = d bet eene segment Van de basis 
ie$ driehoeks ABC zijn, blijkbaar deze drie fergelijkingen : 

m« + ii« = (p + «)» . . . 7 . ; • (a) 
(c _ m)« ^. n« = (p ^. P)» ...... . (b) 

(i -«.)« + (A ~ n)« = (p + y)* (c) 

waamit de waarden van m, «en p opgelost xnllen moeten worden, 
om alsdan voor de begeerde rergel^king te hebben: 

(s - m)« + (y -!•)« = p* (d) 

Trekt men verg. (a) van (b) en ook van (c) af, zoo verkrijgt men 
twee nienwe . vergelijkingen, nit de eerste van welke m, en na 
sobslitatie daarvan in de tweede nit deze n gevonden wordt, 
alswanneer elke der drie oorspronkelijke vergelijkingen, (a) bijv., den 
straal kan doen kennen. Ten einde alles in de gegevens a^ b^ 
^9 "^f 0f 7 ^ï' ^« drokken, en tot eene gewenschte symmetrie 
voor den straal te geraken , stellen wij 5 = ^ (a* + ^^ + O * 

en vervangen wc o door ■ = alsmede A door — . 

" 2c c c 

Wg vinden dan 

c* + (*--P)(«+g + 2p) , 

2c ^ ' 

en eindeligk nit (a) eene vierkaotsvergelijking in p, die, ofschoon 
vrg omslagtig en hstig in de behandeling, opgelost, na de noo- 
dige herleidingen en ontwikkelingen, de volgende fraaije volkomen 
symmetrische en betrekkelqk beknopte nitdrokkiog oplevert: 

I 3 
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Daar er blijkbaar maar één cirkel (p|) mogelgk is , die de drie 
gegeven cirkels titVwendig aanraakt, loo rijst hier de vraag: wat 
bcdoldt bet dubbele teeken van den wortel ? Bedenkt men echter 
dat de straal (p^) Tan den eirkel die de cirkels alle inwendig 
aanraakt, verkregen zal worden als men in vergg. (a)^ (b) en (c) 
ft, |3 en y binnen de haken aftrekt in stede van optelt, met 
andere woorden negatief neemt, of wat op betsclfde nederkomt, 
ze positief latende aan p daarentegen het tecken minus geeft , 
waarbij men tot geen andere dan de gevondene tweede -magtsver- 
gelijking komen kan , zoo blijkt hieruit dat bijaldien 

Pi = TT IS , noodzakelijk 

_ P -. 4 ƒ yABC P + 4 ƒ \/ABC .. 

Pj = j^ = Q «ja moet. 

Dexelfde formule geeft, door daarin beurtelings alleen a q{ ^ of 7 
negatief te nemen, de stralen p, , p^ en p.^ der cirkels die er één 
tfi- en de beide andere uitwendig aanraken; terwijl wederom het 
nemen van den eersten term P van den teller met een omgekeerd 
teeken de eenige wijziging 'm, noodig voor de stralen p^, pg en 
pg Tan de cirkels, die er twee ti»- en de beide andere uitwendig 
aanraken. De werkelijke toepassing der furmulen (g), (e) en (f) 
op bepaalde gegevens pleit voor de geschiktheid van derzcWer 
vorm. Neemt men bijv. a r= 15^ ^ = 14, c = 13, ft = 1» 
= 8, 7 = 5, zoo vindt men met weinig moeite: 
_ ~ 2836 + 5040 _ 
'* - 551 - ^' . 

49056 — 35280 ^ 12 , ^^, 
."*= 7163 =lï3=l-92^ 

38640 — 6680 ,8 . ^.^ 
"^ = 7T63 =4i3 = 4-616, 

_ 2836 + 5040 _ 162 _ 
p, _ — _ 14 — _ 14,294, 

49056 -h 86280 ^^ 6542 ,, „, 
"^ = 7163 = " 7163 = *^-''*' 

38640 -J- 6580 ^ 1242 ^ ,., 
"^ = 7Ï63— = ^7163 = ®-"*' 

— 6 6 + 7 ^^830 
Pjj = ^ r- = 6.097, 

I 4 



gitizedby Google 



136 WISKDN8TI6E 

_ 410 ~ 21 t>330 _ 
m, = — = 0.548, 

231-4 l/m . 
"» = 39 =4.060; 

,.= *"+;/"' =.».o.». 

-«'» + 2"'»»?=. 5.221, 



52 
231 + 4 1/330 



= 7.786; 



* 39 

— 8052 -h 1008 t/'SSS _ ,„ ... 

— 11466 + 0072 1/385 ,, „^ 
•"» = üöës = 11.130, 

136762 — 7836 |/385 , .,. 

"» = Ï4963 = "" ^•"®* 

_8052 + 1008|^_ 

- 11465 - 9072 t/386 _ 

"*« Ï4963 "" "-^^ 

^=1»??«^_^|2J^= 19.415; 

P.=i?-t#^ = 14.009. 

_ 2420 — 736 t/42 _ . 
"^ 676 ~ *• 

n,=«iiJl|L^= 14.603; 

P,==i^i^l^= 12.163, 

_ 242Ö + 735 1/42 _ .A nstt» 
"•« = 676"^ = *^'*^' 

üit de algemeene fbrmolen (e) en (f) Tindt meo, met het oog 
op het bettaand verband tossdien P| en p^, p^ en p^ enz. in het 
algemeen 

Wj — »ij = X — Ti (h) 
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,. _ 4[(5-y)(o.~P)+c^g~y)]|XiJC 
»,- 14— ^ ..W 

De vlerkanlsvortel uit de aom der quadraten dezer Tenchillen 
is UqkbMr de afsMod tanchen de middelponten van p, en f^; 
men vindt daarvoor na de noodige herleiding en ontwikkeling: 
_ |/^JC{8P-[a«(S-^) + fc«(S-iB)-fc»(£-C)} } 
"~ «\S — ^) + *«(£ — jB) + c«(E—C)-4i« "^" 

Op ons getallenvoorbeeld aangewend , geeil deze fermnle voor de 
afstanden der middelpunten van p, en pg, p, en p^, enz. 

P= li? 1^33 = 9.973, 

OOI 

9 = |i/'330 = J6.160, 

« = T^ P''90937 = 31.440, 
llol 

t = ^v^U\5i =122.866. 

Het valt nu gemakkelijk de Tergelij kingen op te maken van de 
regte lijnen die de middelponten van de cirkelt P| en p,, p, en p^ 
enz* vereenigen. Immers die van de eerstgenoemde is in het al- 
meen *i "^^ •4 / » 

y — *i = — (* — «i). 

«Ij — m^ 
welke» door daarin de waarden oit (e), (f), (h) en (i) te snbstitn- 
ercn, overgaat in 

_ [{s ~ y) (« - P) •t. ^^P-y )] 
* ~ 2(« — ^)I 

c{(« - p) [y + (g - y) (y - «)] + (y ^ 4.)o«> ^^ 
4- 4(« - p)/ -^"^ 

Neemt men enkel « of ^ of 7 negatief, zoo verkrijgt men de 
vergel^king der tweede , derde of vierde lijn. Lost men nit twee 
dezer vier vergel^kingen^ onverschillig welke, # en y op, zoo vindt 
men daarvoor steeds dezelfde waarden, te weten: 

'= 20 - ••••• •■••« 

ten bew^ze dat die vier l^nen elkander in ëe'n pont snijden « 
welk pont blijkens verg. (I) geen ander is dan het ontmoetings* 
pnnt der hetzij werkelijke of ideale koorden die de drie gegeven 
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cirkels twee aan twee met elkander gemeen hebben. Vraagt men 
hoe de afstanden der middelponten van P| en p^, p^ en p^ enz. 
in dat merkwaardige pont worden verdeeld , zoo vindt men ligtel^k 
dat de segmenten evenredig zgn met de stralen der cirkels wier 
middelponten zij met genoemd doorsnijdingspont vereenigen. Im- 
mers heeft men nit (e), (f), (I) en (m) 
m^ — s : s — «a = n, — y : y ~ nj = Pt : pj. . (n) 
wig — s : jr — «4 = »3 — y : y — n^ = Pj : P4 enz. 

Hadde men a = |3 = 7, zoo wierd voor het geval van uit- 
of inwendige aanraking van al de gegeven cirkels ^ = a^, £= b^, 
(7 = c^ en S = 5, waardoor de algemeene nitdrakking (g) 
voor den 'straali in aanmerking genomen dat a^ {S -— a^) 
+ b^{S — b^) 4- c« (5 — c«) = 8P en abc = 4RI is, 
zqnde R de straal van den omgeschreven cirkel om A ABC ^ 

overging in p' = — « ± ^ (o) 

waaruit volgt 

p'4 = (-^« + i?) = B — « en p'jzz: — (—« — /?) = /{+«; 
terwijl men voor de middelponten hetzelfde en wel het middelpant 
van den omgeschreven cirkel vindt, immers 

m'4=m'a = af'=io en is', zz: n', = y' = -i-_ — .(p) 

Voor de overige cirkels p'3 en. p\ bijv. wordt in dezelfde onder- 
stelling, daar alsdan a eerst negatief genomen moet worden, 
A = a\B = *» — 4««, (7=0»— 4«», S = S — 4«S 
S — -8=5 — i&«, S— C=5 — c«, bijgevolg 

, _ --«(S— ^*)(5— c>)4-a/K[(^»--4«»)(c« — 4#«)] 
'»— 4(/«— !!«««) ••^''' 

, _ tf(S — t^) (S — c«) + ali/jih^— 4it«) (pa — 4^1)] 
^♦— 4(J«-aV) 

en, wat de ooördinateu der middelpunten aangaat, 



"•*- 2; .«4 4-p W 

Se overeenkomstige formules voor de nog overige twee paren 
cirkels worden uit (q), (r) en (s) verkregen door daarin a^ b^ c 
resfiectievelijk eerst door i&, c, a en vervolgens door c, a, 6 te 
vervangen. 

Hen zie teider over dit vraagstuk, dat van oudiher de wiskun« 
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digen bezig hield , mijne Comihtatio de veterum receniiarumque 
geamHramm tnethodiê anafyüciê itUer se coUaiis. Lugd. Bat 
1833, van pog. 25 lot 34; JFiêk. Foaniellm, D. III, 81''« 
Voontel, van ü. Huoüiiiiii; Nieuwe Verhandelingen D. I, S.t. 1, 
bl. 155, Bif'drage door L. J. ülmaii en bl. I6i, nog eene 
bijdnigep door J. Badon Ghtbik. 

XCIII. VoÓBSTSL. 

Door J. H. ScnafBi, 
Op de vierkanie eenheid eener ephceróide, waarvan de halve assen 
eenhtdeliamderinredenstaanalsyS: l, werkt eene standvastige 
kmehi p tfi een verticaal vlaky loodregt op de omwenielings-eüips 

en ander een hoek met het (equatoriale vlak ^ =r BoogCo0^-Goii|f), 

eijnde z de ordinaat van het aangrijpingspunt in de rigting der 
as ^ en 1^ de hoek, dien de lijn uit het middelpunt der sphoerovde 
naat het aangrijpingspunt maakt met de as van omwenteling, 
f^rage al de krachten samen te stellen, die op de omsehrevene 

wijs iusschen de grenêen i^ ^z O en ^ =z Boog Tang f - j 

ken, in de onderstelling , dat het middelpunt onwrikbaar is^ tn 
dat de sphoBroïde enkel om de omwentelingS'Os draayen kan, 
OmLosT door J. H. SchSfie en W. var Qaabst. 

0pL088IR6 VCHI J. H. ScBaFIR. 

Zij Fig. 58 een gedeelte der sphoeroide, en O bet middelpunt, 
tegel^k de oorsprong der drie coördinaten vlakken XOT, XOZ en 
101, toorts OA ^zOk''=a de balve groote, 0B=:& de halve 
kleine as en H een aangrijpingspont , h'ggende in bet meridiaan- 
vbk BOC, dat met het vlak XOZ een hoek XOC = maakt. 
Dan sal, als door de projectie M^ van M in bet vlak XOY een 
Igo N'M^' loodregt op OM^ getrokken wordt, de kracht werkende 
op het pont M in het vlak MN'N' gelegen zijn en bovendien 
met hare horLeontale projectie N^N' een hoek M'NV =r | maken. 

Volgens het voorstel is na Cos^ = - Cos 4», xoodat de krachten 

a 

op de onderscheiden ponten van iedere parallel verkende ontbonden 

aoowel in de rigting van OX als van OY noodsakelljk eikanderen 

tallen opwegen , terwijl de ontbondenen in de rigting van OZ door 

de onwrikbaarheid van het middelpmit O niets xallen kannen ait- 

rigten* Het xal dan hier enkel aankomen op de bepaling van het 

resulterend koppel ffl om de draaqingsas. 
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Z^ nn behalte fllH^r= s. Om = s en M'm =y, do cour- 
dimten van bet aaogrijpingtpQnt M, nog; bekend de hóeken « en 
p9 die de rigting der kracht met die van OX en OT begrenst «dan 
hebben we Toor dat resnlterend koppel: 

N =iZ P(sfs08^ — yCoê»), 
waarin P de kracht ▼oorsfeh werkende op het element dO Tan het 
oppervlak der sphoeroïde, gelijk derhalve aan p,dOf weshaWe hier 
het teeken % door y TerTanp,en moet worden, zoodat wij Toor 
de algemeene uitdrokking fan het koppel krijgen: 
N= pffdO[sCoêp — yCosA). 

De middel pnntsvergelijking^ der meridiaan-ellips is , bijaldien we 
de abscis OM' = \/[s^ -|- y*) = I stellen , 

waaruit, wegens I = s Tat^ ^^ 

— flA 

1 . « ^ ^ ah.Tans^Coêé 

derhaWe x = I Cos^ = .. » ilit — TT\* 

Wijders is de onlbondene der kracht P volgens de rigting N'N' 
blijkbaar = P Coê ^ en bijgevolg de onlbondene volgens OX of 
PCo8» = — PCo8lSin0, en die volgens OY of PCosP 
= PCoB^ Ca80, zoodat Cbe « = — C(m| Sin0 en (7ot ^ 
^ Co8 ^ Cos is* 

Eindelijk is het klaar, dat we voor het element dO des opper» 
vkks hebben . OH(/i|r.OI»'J0, 

maar OM = . &c* = ^^-^-^-^-^^ 

derhalve dO = -r ^J^^ ^. d^ d<p. 

Boor sabstitatie van een en ander wordt 

• =«««6*/*/l--J^!?!* d,pdip, 
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a«V5«ien <?«€ = - ^'«* = ^(.. ^.py«^,^y 

dtt » na iategralie ten opzigte tan ^ toeaeheD de grenieD 
= en := 2sr, 

«dke laatste inti^graa] tasscben de gevorderde grenzen 4* = O 

n 
en 4^ = Boog Tang - , genomen , zie bet CCXXX V Voorstel Opgnven 

1865—59, belend is, zoodat men per slot beeft: 

iV = ^»pa»{i/3- ^(2-^/3)). 

XQV. VOOBSTKU 

Door J» H. ScnaFEi, 

Men Vfvagi in cubieke palmen den inhoud te pinden der gor 
Wieene doorenede van een regihoekig pardUelopipedum mei een 
enbue^ die beide eene vierkante el tot baeie hebben^ Het eeret* 
gemelde ligchaam wordt ondersteld het tweede in dier voege te 
doordringen f dat M^jne as met eene diagonaal van den teerling 
sameneali. 

OrsBUMf door W, Var Haaist en J. H. ScHaBiE* 
0»i.«ftfiii6 van W, TAH Haarst, 

Wij nemen aan» dat de beide ligcbamen op bet vlak waarop zi| 
sUan geprojecteerd zijn , dan is GABCDSFH de cubaa, abed het 
parallelopïpednm. Van den cubos zijn dan 4G, BG en GG de ribben 
die dkander in bet voetpnnt G; DH, EH en FH die «elke 
elkander in bet toppunt H ontmoeten. Als wij nji onderstellen , 
dat bet parallelopipedum den cobas beeft doorboord en bet ver- 
volgens door een vlak» dat door den top H gaat en evenwijdig is 
net bet grondvlak» afgesoeden wordt» dan is bet klaar , dat bet 
gedeelte boven van den cnbns af» gelijk is aan bet gedeelte van' 
onderen dat beneden den cnboa ligt* Berekenen w^ dus het 
laatste, dan is het eerste mede bekend» en de inbond van het 
geheele parall«*lopipedam » verminderd met den inhoad dier beide 
deelen, zal blijkbaar die der doorsnede zijn. Olscboon de diagonaal 
van den teerling met de as van bet prisma zaosenvalt» is eehter 
daardoor hnn onderlinge stand niet geheel bepaald. Immers zal 
men, als aan genoemde voorwaarde voldaan is» een der beide lig- 
cbamen om hanne geoieenscha^pel^ke lijn kannen faOea 
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telen, ivaardoor ook de doorsnede en haar inbond moeten veran* 
decen. MTij nemen derhalve aan, d;it de diagonaal (ae) Tan het 
priimen grondvlak met de projectie van eene der ribben AG van 
den cobui een hoek maakt, dan lal men, door aan <P verachil* 
lende vraarden te geven, den inhoud van de doorsnede kunnen 
bepalen der ligchamen in de met die waarden van overeenkomende 
standen. 

Het deel| dat door de drie benedenvlakken van den cnbos van 
het prisma afgesneden wordt, Iaat zich gemakkel^k in eenvoudige 
ligchamen vcrdeelen. Denken wij ons drie vlakken, waarin ge- 
noemde ribben gelegen zijn, loodregt op het grondvlak alsmede twee 
znlke vlakken waarin de diagonalen van het grondvlak liggen, dan 
wordt het bedoelde ligchaam in vierhoekige pyramiden verdeeld, 
die alle hare toppen in het pont G hebben , en wier grondvlakken 
trapeziën zijn en in de zijvlakken van het prisma liggen. Die 
pyramiden hebben das alle dezelfde hoogte van ( el, en het 
komt er nog op aan om de inhouden der verschillende trapezién 
te vinden. De evenwijdige zijden dier trapeziën zijn de loodlijnen 
in a, b, c, en d opgerigt, welke wij A, A^, A^ en A,, en die 
in k, I en m opgerigt , welke wij p, p^ en ƒ>, noemen. Verlengen 
wij voorts de diagonalen ac en db totdat z^ de projectiën Tan 
de ribben van den cubns in e, f, g en h snijden, dan drnkken wij 
de loodlijnen, in deze punten opgerigt, tot waar zij die ribben 
zelve ontmoeten, door /, /^, /, en 1^ nif. Daar nu een ribbe 
van den cubns 1 el is, zoo is de diagonaal |XS en, zooals bekend is, 
zqn in dezen stand de lengten van de projectiën van alle ribben 
gelijk aan jl^B, terwijl de lengte van de loodlijnen uit de drie 
laagste punten neergelaten k = JkS, en die uit de drie 
hoogste Aj = ||/3 is. 

Laten wij nu uit e eene loodlijn ei op AG neer, dan is, dewijl 
hoek eAG = 60® is, Ai = J Ae en ei = J Ae . |/Sj in den 
regthoekigen driehoek eiG is dan ei = iG X Tang ^, dat is 
i Ae . 1/3 = (J|/6 - i Ae) Tang<p, 

waaruit Ae = r --^Jl^_- 

S-j- Tang^ 1/3' 
en in denzelfden driehoek is nog 

ei Ae i/i |/^2 

" 2Sin0 ~ Sin (p ^ Coê(p y3' '^^^ 
Na i8Z-DGf=iL eCf — (Z.eGA-f.Z_AGD) = OOo— (eO<> + ^) 
=30^ — <^. Wij hebben alzoo nit A DGf 
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_ DG Sin 60° _ 1 

^ ~ Caa (p ~ Cos<p\/2* 

terwijl gG = eG en hG = fG. i« (b) 

Ter bepaliog van /, /|9 ^ en /, findt men geiHakkelijk de 
evenredigheid Ae : / — A = iF : ^i — A, dat it 

«aaruit / = — - — ^ —; 

y3+Tang0 

eveoxoo volgt ait Df : A^ — /j=: BD : ü, — k, of wel 

/j = i(Ta«gr^ + ï^^)' ^^ ^»" ^oorf* ^ — * = *4 — / en 
/, — *=*! — /j i«,«K) krijgen wij 

^^= ra,y<N->^3 ^° /, = i(j/3-2b»^<?) (o) 

Door de in (a) en (c) gevondene waarden, kan men die van 
de loodlijnen A, h^^h^ en h^ vinden, want ligtelijk ziet men in, dat 
eQ:^G = l:hK:hG = l^th^; gG:cG = i^:A,enhG:dG = /s: A,i^ 
en derhalve, daar aG == bG = cG = dG = ^ ^2 is , 

A =^ = i iCos(p+Sin0 |/S), 

en h^ = ^^=iiCaB(pi/3-Sin0). . v . (d) 

Om eindelqk de drie overige loodlijoen PtPi en p^te bepalen, 

zailen wij eerst de stukken kG, IG , en mG moeten berekenen. 

^ , ^ Ga Sin 45® 41/2 

üit A Gka hebben wij kG = - ,.^^ = ---Jlil__-, 

Daar vervolgens ^ bGl = Z. BGD — /. DGb = eO^ — (30^ — (p) 
= S(fi + (P en £dGm = 2LDGb = 300 — ^ IS, «00 hebben wij 

,n ü^:? 

~ Cos (30O + <^) 4- i^in (30O 4, (f) 

g it^2 

*° Cös(30^— (p)+5tVi(30<»— ((>J' 
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velke vaarden ligtelqk herleidbaar zgn tot 
1G = . "^ 



^ y:^: 

Voorts hebben blijkbaar de volgende drie OTenredigheden plaats 
AG : kG = i : p, BG : IG = » : /ii en CG : mG = A :ft; 
terwijl AG = BG = CG = ^yO en * = JK* »# 

zoódat p = ikG|/2 = o//^ m . e- ^x » 

eDp,= imG|/2 = ^^g^ l)<7oa0 - (^3 - l)An<p 
wordt. Alle eTenwijdige sijden der trapesiëo zijn dos gevonden , 
en wij zullen na bare afstanden Tan elkander moeten bepalen, die 
alle deelen zijn van de zijden van bet grondvlak des parallelopi- 
pedoms; ZQ zijn achlervolgeos ak en bk^ bi en cl| cm en dm, 
en ady maar^na is bk = 1 — ak, cl = 1 -?* bl, cm i= 1 — dm 
en ad =1, zoodat er slechts drie stukken ak| bl en dm ter 
bepaling overbleven. Maar nn is 

^ Coê4> -H Stn<P 

In de aangenomen notatie xnlten derhalve de inhooden der trape- 
ziën, achtenrolg<-o< genomen, worden nilg«drakt door 

iO» + A) X ak, Üp 4- A.) X bk = Üp + A,) (1 - ak), 
iO>i + A.) X hl, i{pi + AJ X cl = iO»! + AJ (1 - bl), 
iOi,+ AJ X cm = i(/., + Aj) (1 — dm), i(ft+ A,) X dm 
en . i(A+ AJX8d = i;A+As). 

Soemen «^ de aom deier grondvlakken S, dan vordt 
%S=zp+p^ +;^ + A + Aj + 2A, + A, + (A — Aj)Xak 
+ (A» — Aj) X bl + (A, — A^ X dm . . . (e) 
Dur eindelijk de hoogte der pyramiden ^ el ia, zoo tallen wi} 
voor den inhoad van bet beneden- en bovendeel te zameb verkregen 

ƒ = ix 25 (O 
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n ge 
(A — A,)X«k = : 



Door het boven gevoiiclene U 

Sin<P(_Sin<P — Co»0) (yi — 1) 



. _ . . . , _ 2(2 •- yS) Sin<P Co$<P — 2C«w»0-4- t^i 
(», *,)x — 2[(yi-l)Sin<S) + (yi+i)Coi<p} ' 

Ik . x>>:. ^(^ - 1^3)Sin <p C o»0 — 2go»«0 + 1/3 

^ • •»'^""'— 2[(^/'3 - l)Sin0 - (|/3 4- 1)CS^* 
Sabttitaeert men na deie waarden benevens die van /i, pi^p^^ A, 
A|« A^ en A3 in (f)/ 100 vindt men na eeoige herleiding en ont- 
wikkeling: 
_ [l0g<M(30"— 2(^)-h25 tn(30 ^-K4(^)+(9-^x3)](8|/^^>^xe) 
l92^M(l6* + <t)C<w(r6o— <>)5't»(45^4.^) 
en voor den inhoud van de gevraagde doorsnede D = y'i — L 
Nemen w^ aan dat een der zg vlakken vao het prisma even- 
wijdig is met eene der ribben van den cabns, loodat ^ = 16^ 
is, dan is in dit geval 

(21 — |/^8)(3|/^ + k^e) _ IO|/^ + 8|/-e _ 15J9fil52 4 
~ 144 ~ 24 ~ 16,9706632 

=0,895442 cob. el en dns Z> = 1 .732051 - 0.895442= 836,609 
cnb. palmen. 

Is = O of = 30^, zoo gaan de vier opslaande ribben van 
het prisma door vier ribben van den coVos. Alsdan wordt 

_ (5 4- 2^3) (3 + 1^3) _ 21 4- Ul^J _ 9h-j^ 
~ 12(2 + |/^3) ~ 12(2 + 1/3) ~ 12 

= 0.894337 cob. el en derhalve D = 837»713 cab« palm. 

XCV. VOOBSTSU 

Door F. RoBFF» 

Men begeert het raakvlak van twee eeheeve kegelt te con$tnh 
eren f die een gemeeneckappelijken topy en de cirkelvormige baeïs 
in één welfde vlak hebben* 

OroBiosT door F. Roirr, W. var HiAisr en J. var die Hosvsh. 
GpLossiifO van F, Roipp. 

Lait A en B, Fig. 60, de cirkels zijn, die in het horiiontale 
%Iak liggen , en T' , T' de projecliën van den top der kegels. 

Na is het duidelijk, dat het raakvlak aan beide kegels door den 
top moet gaan en de beide grondvlakken moet aanraken. Wij 
behoeven dus sleclits aan de cirkels A en B eene gemeenschap- 
pelgke raaklijn OT te trekken, en wij hebben terstond den hori- 
mtalen doorgang. Ycreeni^jcn wij de raakpunten C' en D' met het 

1859-1863. K 
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pont Vf dan tiJD T'C' en T'D' de horiiontale projectiëo van de 
besehrijveode ïqoen voor de ponten G en D; om derzelver verti» 
cale projecliëa te viodea , treltketi «ij uit de punten C' en D' 
li}iien op de a« van pfofeolie, aoijdende dezelve in C' en D', 
veractti^BB die panten met T'» dan- lijn CT' en DT' de verti- 
cale pmjeociën vin de braokr^ndc lijnen voorde punten C' en D'« 
W^ kennen das twee lijeca CT e» DT éw elkander in een punt 
T antjden en bepalen aiaoo het vlak, dat beide kej^ela zal aanraken. 
Daar w^ ecbter den hortieotalen doorgang reeds kennen, zoo 
kunnen wij den verticalen doorgang gemakkelijker conatriiereD» 
Wij trekken namelijk eone lija T^' evenwijdig aan O 'P, snijdende 
de êê der pfojeoti# in S', rigCeir int S' op de at eene loodlijn 
opr die dan door eene lijn T'Q' nit T*' evenw^füg met de ae lan 
paojectie getrokken^ in Q*' gesneden lal worden. Vereenigt men 
na (y met P, dan ia PQ*' de verticale doorgang van het ra* 
kende vlak. 

Baar aan twee cirkels vier raaklijr*en getrokJeen kunnen worden , 
zoo kannea er dos ook vier raakvlakken beslaan, die de beide 
kegels aanraken* 

Wij hebben er in de figour slechts ëën geconstroeeid , ooi 
ze niet te zamen(;esleld te maken, de ceestructie blijft voor 
de drie overige dezelfde, daar het rakende vlak aliijd bepaald 
wordt o£^ 1^. door eene raaklijn aan beide cirkels en den <op, 
of 2^. door de beide voortbrengende lijnen, volgens welke de 
kegels worden aangeraakt* 

AiüHtiKiBG. De constructie blijft doorgaan, van welken aard 
ook de kegels mogen zijn,' mits zij denzelfden top hebben. Had- 
den zij bijv. elliptische grondvfakken , dan verviel men enkel in 
de moeijelijkheid , om aan twee gegeven ellipsen raakf^nen te 
trekken. 

XCVK VooisTtL. 

J9oor F. RoiFF» 

Jfe» verUmgi kei miêdelpmni een$ boh van gegeven grooite ie 

projedeeren^ die een gegeven regten cirkeltormigen kegei in 

een gegeven puni aanraaki^ dai enkel door desael/e hoftMoniale 

of vetticale projectie bekend is. 

OrevLosT door F, Rokff, W. van HAAtsT en J. vin nn Hoiybh. 
OrLossiifo van F. Roiff. 
iLls wig, zie Fig. 61, aan het gegeven pont van den kegel eeo, 
raakvlak trekken, dan moet dit vlak ook tevens raakvlak s^n aan 
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dtt M, dtaï deze lê^UHe den keg«l in het gegeveD pont moet 
Ttkêo. Wij trekken dat een vlak dat den kegel raak-t Volgens 
de veerlbrangettAd lijn vttn het gegeten pant, rfgten op drt vlak 
uit bet gegeven pont éene loodl^n op, gelqk aan den gegeten 
Httel, dan zal het uiteinde tam die lijn het middelpunt ^n ram 
dfltt bol 9 die den gi^tieu kegel in hei^ gegeven pont zal aanraken. 

Zie bier terder de b^zonderheden de«er consli'octie. 

Z^ AB de at van projeoiie, C' en C*^ de prójeetiën van den 
top des kegeb y die met het gvoodvlak P' op het horizontale vlak 
staat, C'DE de projeetid eétaer hoofd -doorsnede evenwijdig met 
bet verticale vlak, en eindelijk m' de boritontale projectie van 
^ g«|*^>t» pont. De verrieafe projectie tan dit poni «nrdt ge- 
t^odm doOT eefte 1^ CT te trekken door de ponten C' en m', 
dan is deze lijn CF' de horizontale projectie van de viiortbrengende 
Igo die door het pont ro g|iat. De lijo G'F' snijdt verder deri cirkel 
P' in hel pant F^ dat verticaal geprojecteerd Wordt in F'^ verèe- 
nigende on F' met C' dan heeft men in CF' de verticale projeotie 
tan de voortbrengende li}n , die door het pont ra gaat : trekt men 
eindelqk uu' m ' eene loodl^n door de as van projeotie , zöo snijdt 
ing CF' in »', dat de verticale pr«jeelie van bet pont tik i«» 

On n* het rtwkvlak aan den kegpl te trekken, merken wij op 
dat dit vM vooreerst de lijn (CF', CF*") moet bevatten, en tevens 
de raakiqo aén den oiHiel P' in het pont F'. TreLketi wij der- 
halve eese l^n M'0 rakende den cirkel in F^, dtin is deze de 
horizontale doorgang van bet raakvlak. Ter bepaling Van den vef^ 
tiaalen doorgang bonnen wQ de lijn* (CF^, CF*) of wel den tOp 
(C| C) bezigen. Gemakkelijker echteh is het, gebroik te maked 
van eene horizontale lijn, bij^. BG', getrokken door m' evenwijdig 
san OU': rigten wij toch nit bet snij paut H eene loodlijn HK*' op, 
trekken we oit m' eene lijn m'K' evenwijdig liel de as AB, dan 
Mqden deze lijnen m^K' en BK' elkander in het poot R', daV 
een pont van den verticalen doorgang is, vereeni^n wij dds O 
metK', dan ia N'OM' bet vlak , dat den kegêl^ volgens (CT', CF') 
aanraakt 

Sr blijft ons nn nog over nit het pont (m', m') eene loodlijn 
fd^k aan den gegeven straal op hel vlal^ 9 'OM' op te rigten, 
Ouftoe trekken w^, oit de pnntcn m' en m'^ loodlijnen op de 
doorgangen van bet vlak N'OM', en wij znllen m's' en m's' voor 
de borizoDtale en véiTtieÉte pNijeclien- van dèf toodltjffcn op dit 
vbk beisben. 

K 2 
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Nemen «ij ten laatcte in de lign (m't' en mV) een «illckeiirig 
pont (p', pO» ^n «l^n wij het projecterende vlak om de lijn CS' 
op bet horisontale vla1[ neder, dan vallen de ponten (m', m') en 
(p', p*) in m en p, terwijl mp de loodlijn zqn lal nedergealagen 
op het bortxontale vlak , op deze lijn nemen w^ nu een stok 
mq gelijk aan den gegeven straal , en brengen daarna het neéiige<- 
slagen vlak in zijn eersten stand terug, dan is het doidelijk dat 
het pont q in q' en q' geprojecteerd wordt, zoodat q' en q' de 
piojectiën zijn van het gevraagde middelpont. 
XCVII. V o o B s T s L. 
J9oor A. A. T. Lidibobb. 

Word^ terhmgd Monder behulp der differeutiaal'nkeHing eeme 
raaklijn ie trekken aan eenig punt der ciêêoïde^ taaarvan de 

vergelijking u y» = _ ^. 

OvoBLosT door A, A. T. Lbdbbobb, W. tab Hiaut en J, wav 

DBB HOBVBB. 

OvLossiBG tan A* A. T. Lbduobb. 

Zq OPP', zie Fig. 62, de bovenste tak der gegevene kromme lijn, 
en zq P het pdnt waaraan men een raaklijn frekken wiK Onder-> 
stellen wij verder voor een oogenblik dat die raaklijn PR bereids 
gevonden zq , dan zal wanneer wq nit P een loodlijn PA op PR 
oprigten , AP de normaal van het pont P der citsoïde zijn en AQ 
de sobnormaaK Verder zal een cirkel nit A met den straal AP 
beschreven de cissoïde in het pont P raken, 

Lutons na verder stellen OQ = «,PQ = y, OA=:a en AP =:=n 
Dan is de vergelqking van de cissoide: 

^ " 2p-t' 
€0 van den cirkel GC': y* = r* ^ (' ~ ')^* 
Om dos het pont P te vinden waar deze beide krommen elkander 
BBoraken, zal men moeten stellen 

of na redactie 
waaruit 
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en foorts in deze nitdrokking de beide wortels 9 aan elkander 
gelijk moeten stellen, waarait onmiddellQk volgen , daar alsdan de 
waarde onder het wortelteeken = O is, de twee vergelijkingen 

— -; -^j =:— i— (a'— r*)(a)enjp= r^Co)- 

Door sobstitatie van (b) in bet eerste lid van (a) is al dadelijk 
p 
#*2= — £ — (a* — »'*)(c), verder volgt uit (b): o* — r*=: 4ajr 
o -f- p 

+ ^# — iap (d), en no de waarde van (a' — r') ail (d) in 

p 
(c) overbrengende vindt men s* =2 — =- — (4a# -f- 4pjr — 4flp). 

Herleid, wordt deze vergelijking a»^ +/>«' = 4dpjr + 4p*jr «— 40p', 
waaruit a oplossende krijgt men 

4/)^jr — p»^ ^^ 4p*s — pM* 

"*"" ,*^4p:r + 4jB» ~ (:^_,)«- 
Nu is o = OA en de sabnormaai AQ is =: OA — OQ == a — jr, 
w^ Tinden derhalve voor de subnormaal 

.^ ip*x — ps^ 8px* — s* 

eene vraarde geheel onafhankelijk van de voorloopig aangenomen 
grootheden a en r, bijgevolg van de meest algemeene beteekenis 
met betrekking tot de oissuïde. De deagdelijkheid van het gevon- 
dene wordt gestaafd door de overeenstemming met hetgene de 
dtflen-ntiaal-rekening oplevert. 

Het trekken der raakiqn is na zeer eenvoudig; berekenen v»^ 
daartoe de snbtangens RQ, 
dan is AQ ; PQ = PQ : RQ 

of subnorm. : y = y : subtang. 

— y* _ 2p — 9 _ 2p — 9 _ 

subnorm. 3;mp* —re' 3/i — « * 

die zich gemakkelijk laat construeren. 

De hierboven gebezigde handelwijze om de subnormaal van. 
eenig pant eener gegevene kromme te vinden, is van Dbscaktis 
afkomstig. Men zie het verslag van 1848 — 1849 van het Wisk. 
Genootschap pag. 195, waar dezelfde leerwijze op nagenoeg gelijke 
manier ia toegepast op de ellips. 

AAsnaKjao tan W« yah Haabst. De eenvoodigsfe eonstroctie 

K 3 
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wordt YerJbegen door do bepaling van het do«m^diiigt(NMl der 
raak 1^0 met de at der oidinateii. Immers it 

py _ PQX0R _ PQ(0Q-RQ) _ w 
~ RQ ~ RQ ~2^^m' 

aoodat meo êlecbit oit bet middelpant T des ▼oortl>reQHendfli cir- 
kels eene loodlgD heeft op Ie rigteo soijdeode de liJD DP is S» 
dan moet OV =: ST genomen worden, en men kan dndelijk VP 
trekken. 

XGVIII. VoomsTtL. 

Door L. HoafNAttiu 

Von vijf Urtnen eener rekemknnstigo reokê der twoo/k ^ntb» 

He uit geheeii getallen hestaai, is de som opgeteld bij den 

tweeden term een vierkant^ dat het venohii van den derden 

en pierden term tot wortel heeft. De som der quadraten tan 

den eersten en tweeden term verminderd met de» vijfden is 

gelijk aan het Meevoud van den vierden term» Eindelijk ie de 

laatête term geHjk aan de êom van den tweeden en vierden^ 

vermeerderd^ met de eenheid. fFelke jsijn die getallen? 

^ OpfiiLeef door L. Hoefhagsl, W« tar Haamt, R^ E» Ijur en 

A. J. MUDWBIIDIS. 

OtLossiNo van L. BeirRioii. en W. tan Haabst. 
Laat de ickenknnstige veeks der timede M<de 

lijn. Dan moet volgens de eerste voorwaarde 

ea+ npH-10m= (>H.2m)« (•) 

zijn; volgens de tweede voorwaarde 

2a* + 2ap -f- p* — (a -+- 4/i -H 61*1) = 6(a -h «p + Sw) 
of 2a» + 2a;» 4r f)* = 7a -f- 2?P + 24»i. . . . (b) 

en volgens de derde voorwaarde 

a -f- 4/1 ^ 6m = 2a -H 4p + Sm + 1 , dat is a = 3m — 1 . (c) 
Sobslirueert men de waarde van a in de beide andere verge* 
I^ingen, dan wordt de ermte 

28»f— 4fii« — 4fi^+llp— ƒ>« — e = 0, . . (d) 
en de tweede 

— 67m-H 18m»+e«p — 24p+^»+9:^0 . . (e) 
Van deie de som nemende, kr^gt men 

— 29 m + 1 4« « + 2mp -: 1 3p + 8 := O , 
14«> — 2 9m4-3 
waarnit volgt p = ^i^2m ' 

Door in (d) dan voor p den waarde te «chrijven lerafidortdie «r- 
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gdqkmgf na bi't Terdrijven der gebrokens, üi 

iOOifi^ + 136m> — lO01ifi> r-84fltfi + 549 :=0, 
waarran m sr 3 een «oriel is. De overige tijn vervat in 

lOOw» -h43&ii> 4- 217iii— 198 = 0, 
«aaniit bU^kt, dat er geen positiete wortels in gehcele getalLw 
meer beslaan^ zoodat er geen andere in aanmerking komen. De «aarde 
van m zz: 3 geeft p :z^ € en a zz: lim — 1=8. De gevraagde 
reeks is derhalve 8, 14, 23, 35 en 50* 
XCIX. YeoBSTtL. 
Ooor M. H. PivtiTtL. 
Mên tvraagt te bewijaen^ dat ie afgMéB vm^gemUttg in 
(x — •) f» de ondenieliing van a ) O, geen groeier -mmtkU 
variatiên hebben htm dan de ve9 gelijking in (i). 
Ofoslost door W. tah Haakst en M. H. PiMfif fcu 

OvLoasiHfi vnn W* van Haaist. 
Slellen «Q » — « = y » dan tullen de «orteb der veif elq- 
kfog m M alle a meer zijn dan die in y. Als de tei^él^mg ia 
X derbalve niet dan bestaanbare vorteJs beeA , noeettolks mede 
het geval lijo met die in y« Stelt men dns de wortels van de 
eerste arj, jr|, jr, enz., ^d•n zijn die van de tweede S|—a,S|—a, 
s^ — a enz. De negatiere onder de eerste zullen door de ver- 
mindering met a wel negatief blijven en bet getal permaoentiën 
dos niet verminderen, dat der variatiên derhalve niet vermeer- 
deren. Zijn er echter onbestaanbare wortels , over wier toestand 
men niet oosde«len kan, dan gaat deze redenering niet op, want 
helzelfcle paar onbestaanbare wortels kan in de eene vergel^king 
door variatiên en in de andere door permaoentiën aangewezen 
worden. Zoo hebben ** — *-|-8=:0enjF* + af* + jF + 6:= O 
beide het paar onbestaanbare wortels #= i rh \\^ — lU tarwijl 
daarvoor de eerste vergelyking twee variatiên en de laatste twee 
permaoenAiëo vertaont. Om das het gevraagde voor aUe gevallen 
Ie hesvijjen, gaan w^ den «Igorithmns van BfiOM aa, waarut 
het ons duidelijk zal worden. Vooraf metkrn w^ op , dat ids de 
vergélijkkig in s alleen variatiên vertoont, baar getal natimrlijk 
niet grooter kan worden, en dat, als zij enkel pennanentiën hfleft, 
ook de vergelijking in y <met anders dan pennanentiën hebben 
zaL Uit genoemde handelwijze, «U men die .toepast, 'blqkt het 
in het algemeen, dal geen teeLen ott de vei^lijking in # ineen 
tigcngestald toeken voor y Jian overgaan , tenzg de voorgaande 
term eeo tegengesteld teekcn hebbe of eerst van teeken verandere; 

K 4 
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TDaar alt dit plaats heeft, gaat hierdoor eeoe yariatie verloren en 
het zal Tan het Tolgend teeken afhangen , of er eene nieawe ta- 
riatie yoor in de plaits tal komen of niet. In het eerste gefal 
blijft baar getal even groot , in bet laatste wordt het althans met 
één zoo niet met meer fermindcrd. In geen ge?al das yenneer- 
dert het. 

C VooasTEL. 

Door A. J. NiEDWBHBDIS. 

Twee cifkelbogen verhouden %ich aU 3 : 1 , en hunne êinus' 
sen staan in reden van m : n. F rage de%e bogen te bepalen. 

Opgelost door W. vaii HAiBST, A. J. Nibdwbiihdis, A. A. T. 
Ledebobi, Jw D. R. Moll, R. R. Lit en J. var dbb Hobvbv. 
Oplossiro f>an W. var Haarst. 

Dewijl de bogen in reden moeten zijn als 1 en 3, stellen w^ 
ze en 30. Voorst nemen wij aan, dat Sin^ = x is, dan wordt 
5i«30 = &Vi(204-0) = Sin20 Co3(p -h Sin0 Cos 20 
= 2SmO Coe*0 ^Sin0{i— 2Sin^0) =r 2Sin(p(\ ^ &V0) 
-h«n0 (1 — 2«fi*0) = 35ïn0— 4Sfn»0 = 3s—^s*. 
Volgens de tweede voorwaarde is dan w :3jr— -4jr' = n : ntj 

dos 3n — 4iMP* = m, waaruit x '^ ^" 



= /^^ 



in 

'in—M 



Wij hebben du* Sinip ^Y ^*, *" en Sini<P=:-f^i 
on derhalve voor de gevraagde hogen 



m 



Tot de bestaanbaarheid wordt gevorderd , dat — ^3 of m ^ 3n cij- 

CL Voorst ^bNï^. 
Door W. VAR Haabst. ^ 
Den inhoud te bepalen van de ruimte die tuf90 elkander eniy 
dende cirkels gemeen hebben , als de stralen r en r,, benevens de 
afstand a hunner middelpunten gegeven wijn. 

Opgelost door W. var Haabst, R. A. Hees, J. D. R. Moll 
en R. R. Lit. 

Oplossiha van W. var Haabst. 
Laat, Fig, 63, gegeven zijn AO = 80 = r, AO, = BÖj= r, 
en 00| = a, dan mogen wij als bekend verondersfellen 

AC= BC = ^ (^■^■^"H^)(« + ^-^)(^-''+^)fr+^;""«) 

2a 
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l/P 

= -r— , waarbij wij dos voor het gedurig prodoct in den teller 

Dl- V . • rn a^-^r^ — r,^ ^^ _a» -4-V— r« 
PtcliniYeD. Voorts wCO = ^ eo CO^ = 5 

en iohoud vierhoek AOBOi = AC X 00^ = \yP (a) 

AC \/P 
Na is in A AOC, An ^AOB z=: — = ^. B^gevolg is 

Boog kEi=:2r Boog Sin | 5-- 1 «n Boog kl)B=2r^Boog Sin | ^ L 

zoodat inh. sector AOBEA = r' Boog Sin l ^ — > eo inh. sector 

AO|BDA = f|* J^oof &'« J^ — > wordt. Noemen wij den gevraagden 

inhood 7, dan is ƒ = inh. sect. AOBEA + inh. sect. AO|BDA — inh. 

vierh. ^OW)i=f*BoogSin | ^ | H-**!* Boog Sin j ^ | — i|/P. 

OMioon no de gevraagde iobood in de gegevens nitgedrokt is, 
zal i*dHer bij bogen somtijds de fwijfei ontstaan , welke waarde 
men zal moeien gebrniken, dewijl Sin» r= iSfn(180° — a)is. 
Het is nit dien hoofde beter de tangenten te gebraiken , waartoe 
men gemakkelijk geraken kan. Immers boven vonden wij 

SiniKOB = ^, terwijl Cos^AOB =^= ^^^ — ^ is, 

derhalve heeft men Tang ^AOB = ;; — ^=-7^^ = -: r 1 

yP 
en evenzoo TVm^ iAO^B = — ^ ^ 1. Wij kannen de bo- 
ven verkregene uitkomst derhalve schrijven: 
i=^BoogTang^-^^]WBoogTang[.;^^]-il.P. 
Voor gelijke cirkels is r| ^ r en das |/P = ay{if* — a*). In 

dit geval wordt I^ = 2f« ^odgr Tany— i ^ — 4a|/(4f*— a«). 

a 

Ligt daarbij het middelpunt des eenen cirkels in den omtrek 
dea anderen « zoodat a = r is , dan wordt 
I^=2f^Bo<^Tang[i/3}^ ifV3= Jf^C*»- 3 1/3)=1 .228369 r«. 
Ia enkel a 2= r, dan wordt de oorspronkelijke vergel^king, daar 
na typ =, fj |/(4r* — r^») is, 

- |r,|/'(4r«-r,«). 

K 5 
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CII. YOOBSTBL. 
Door W. TAR HiAtST. 

Drio eirkeU die eikander enijden Mfjn, soowel wai grooite 
alt onderlinge ligging betreft, gegeven, Frage: de lenglen der 
lijnen welke hei ohordaafpimt met de middeipiênien der cirlêU 
verbinden, in de gegevens te iepalen. 

OPtttLosT door C. J. Matthis, W. van Haabst, "R. R. Lit en 
J. D« JR. HoLL. 

OnossiRo van C. J. IHattbbs. 

Noemen wij , tie Fig. 37, BC = a , C A. = ^ , Afi = a en de 

itralen der ait A., B, G hesrhreven cirkels acbtervolgens «9 /3, 7, 

dan is in de oplossing van kei LXII. Voorstel jiangetooud dat 

KL 
kO = -r: — ^ is, terwijl we uil A AKL hebben: 

KL» =r AR> -H AL* — 2AK. AL. Coe A. . . . (b) 

Laat 7 nu Jiortheid^halve den inboud des driehoels ABC bê- 

teekenen, die als bekend mag worden ondersteld, dan it blijLlMar 

bc 26c bc 2o 2o 

. *& U 

SnbtlilaMrt men die «aarden in verg. (a), zno tomt «r na de 
noodige h«ritfiding: 

A0= i^ k'{«,»c» + Cj»6« — EjBjCj (5— a*)} . . (b) 

Evenzoo vindt 'men voor BO en CO 

BO = 1 »/(r,««»+^,M _ 2<7,^,(^-i»)} 

en Ce = ^ (^{V** + V«* - 2^,fi,(5-c»)} , 

waarin dan ^, = a* + P* — y *, ^, ^ a» + y* — P*, 

Jj=i»+y* — «» en Cj = o»+p»-«* i*. 
AisBcitKiiio i><M W. vtH H*iUT. Voor czrzh'^a, altwaonecr 
l = i«'v/3 wordt, verkrijf,! men 

AO = ' ^ (g* - y*)' -H («• -<-««- P*) («* •«-«*- y«) ^ 
BO _ 1 ^(r* - «*)* 4- («' + P* -y*) («« + P* ~ «*) ^ 
co = *^' (*^-P*)*-K''*+y*-**H«* +y*-P^ ) 

a 3 
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weke wnarden , bg^ildien ook yz:zpz:^»\ê, ofergaan ïd AO 

=:= BO = CO = fak^S; neemt men eoid an dal de «tralen 

der eirkelt gelijk ti}D, dan wordt in het algemeen AO = BO =: CO 

obo 
:=— - = '^1 ^^^ ^ S^iy^ aan den straal des cirkels die door 

de ponten A, 'S en C gaat, zoodat in dft algemeene geval het 
chordaalpunt Tan de bepaalde gniotte der oit genoemde poolen als 
centra beschrevea cirkels i>Danrankeiijk bKjkt te zijii. 

€ill« VOORSTSL. 

Door W. f AH HAiasT. 
Jfog wordt verlangd in dwtelfde ^gevena uit ie drukken de 
lengten der koorden die de drie cirkels twee aan twee mei 
elkander gemeen hebben, beneeene de stukken waarin zij in het 
chordaalpunt v e rd eeld Mfjn» 

OroKtosT door C. J. Matthss, W. tak Haabst, J. D. R; Holl 
en R. R. Lij. 

Oplossiicg van C, J. Mattbss. 
Noem de driehoeken die in Fig* 37 respectievelijk AB^ AC en 
BC tot basis en D of E, V of G, H of I, tot toppant mogen 
hebben, iwblerTolgeoa /^ /^ en 7|, dan is blijk haar 
pe_4/,_ |^(2cat4-g|X2c^-Ci) _ yi2cp^C^Xicp^t 
e ' c 






^ ^ 4^_ y(2by+B^)(2br-B^) _ 1/(26..+ B^\2b*-B^) l ^^^ 
b ' b ^1 

a '^ o a \ 

waarin ^|, ^2, i?|, B^^ C^ en C^^ dezelfde beteekenis hebben 
als in de oplossing van het xoorgaande voorstel. 

Om verfer de stokken te vinden ^ waarin het chordaalpont de 
drie gemeqnschappelqke koorden verdeelt., lieeft men in A AOK, 
OK^ = AO' *- AK'. Substitueert men hierin de waarden van 
AO en AK nit het vorige voorstel, zoo wordt: 

^^' ^ ^{*t*c» ^-C,«*« -2#,C,(5-««)}-§|• 



zgnde A = de boogte van A ABC, . 
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ai* F 

Doer deo driehoek BOK. 2Eoa men Terkregen hebben: 

DO _ 8n,q:[A,c*-C^8-b*)] 

OE 4^7^ • • . (bO 

voor de twee andere koorden i*l men vinden: 

GO _ 8//, T- [^»6* — «,(5— c«)] 
OF - 4Ï7 

_ 87/a T [fii* — iPi(^— g*)] 

10 _ 8//, T [C^* — -^,(5 — i')] 
OB- 4^7 

~ M 

Neemt men hierin y := =: «, zoo wordt J^^ J^^z^: a*, Bf 
= />, = A», Cl = Cj = c», bijgevolg 

DE=^» = K2«+c) (2«— c), FG =^«=»^(2«+i)(2«— 6), 
HI=— i = |/'(2« + «)(2« — a) (c) 

DO 2/K ^ -f. c) (2« — c) T c(^-. o ') I 
OE 47 

GO 2/|/^(2« 4- i) (2» — A) q: J(5 _ i«)l 

OF = 4/ r • • («i) 

10 2/k^2<« + o)(2« — o):po(5— o»)| 
OH = 47 

welke waarden voor c ziz b =:z a Ofergaan in 

DO = GO = 10 = iK4«' — «*) — J«ï/*. . (e) 
en OE = OF = OH = iy\4»^ + a«) + Jok'S. . (f) 
Eindelijk alt nog <x = a ia» heeft men 

DO = GO = 10 = layi (g) 

en OE = OF = OH z= |a|/'3 (h) 

CIV. VOOESTSL. 

Door W. VAH Haamt. 
Bij degei/de gegevens als in de beide voorgaande voorstellen, 
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wordi gevraagd naar de lengien der drie koorden ^ toelke de 
bogen onderepannen die de gemeensehappehjke ruimte der drie 
eirkeU begrenzen, alsmede naar de lengten der lijnen welke de 
«fuferv uiteinden vereeuigen der koorden ^ die de cirkels twee 
aan twee met elkander gemeen hebben. 

Opoemmt door W. vau Hüiist en R. K, Lit. 
OtLossiNtt van W. ?Air Haabst* 

Ab men tich in Fig. 37 de ponten D en G, D en I, I en G, 
alsmede £ en F| £ en H, H en F door regie lijnen verbon« 
deo denkt, dan is het klaar dat wij bij detelfde notatie alt 
in het vorige fraagstuk, zollen hebben DG = 2aSin\likG 
= «K(2 — 2 ftw DAG), BF = «j/(2 — 2 Cos EAF); 
Dl = Pi/(2 — ,2 CotOBI). EH = p^/(2 — 2CosEBH), 
IG = y|/(2 — 2 «w ICG) en HF = y^/(2 — 2 Cos HCFj. 
Het komt er dos op aan de Coaa. van de hoeken 4n de gege* 
▼ens nit te drukken. Daartoe merken wij op, dat /. DAG 
= Z-BAD + Z.CAG — Z.BAC en ^EAF = /.BAE + Z.CAF 
+ Z.BAC, enz. ia. Hieruit volgt 

Cos DAG = Cos [(BAD + CAG) — BAC] 
eo ConEkF z=z Cos [(BAD + CAG) + BAq, 

daar L BAE = Z.BAD en /. CAF = Z-CAG ia. 

»aii(7a«BAD=i.^:ï^^ g-=^,CoaCAG= ^' ^ 

2ca 2c» 2ba 

B- 2/. 2h b^^e^^a^ 

:=^,5ï,»BAD==:^,SfnCAG==4^,GwBAC==— ^ï=^r — — 
2ba ca ba' Tic 

8^a^ 21 

-, Sin BAC = — • Door toepassing derhalve van de be- 



be bc 

keade fiwmnie voor de oosinns van het Terschil en de som tan 
twee bogen, vindt mep ligtelijk: 

DG=^>/{8i»A«-2(*^»X«i^i- W Va)-lÖAJ»i/s+^i/i)) W 

EF=JH^{8*V»^2(*^«X*,(74-16V,H.ie/(5^,^ 

Door verwisseling tan letters verkrijgt men het ^wedigst de 
overige waardden , te weten: 

DI=-ii/{8cV|!^2(^A«X^«^i-ieVi)-ieA<ViM/s)} 
IJfl=J-l^{8cVp»-2(*-6«X<?t^i--18/,AH16/(<?f/,+ii/,)) 
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Stelt men 7 = ^ = airr:o=*=j^r:rOydao geren de fontia- 
les , daar alsdan ƒ, =ö ƒ, = ƒ,=ƒ = ^c^K* wordt , gelijk 
behoort : 

DG = Dl = IG = fl en EF = £H =: HF =2a . . (c) 

CV. VoORtTBl.* 

Door W. VAK Haabst. 

Wederom begeert men de lengten te bepalen dier koorden^ 
welke, geheel builen één der drie cirAsls gelegen ^ de punten 
die aan desen en aan elk der beide andere gemeen «yn, nM 
een der onderlinge doorsnijdingepunien van taatsigenoemde oir" 
kelê verbinden. 

Opgvlost door C. J. Matthbs^ W. ?an Haaist en R. R. L». 
OpLoasmo van C J. Mattb«8. 

Dit Tooratel km geheel op de w^ze van het forig» worden 
opgelost. Het geldt hier de verbind i o gal ij nen , zie Ftg. 37, van 
de ponten B en F , F en 1 , I en E, £ en G , G en H , alsmede 
H en D. Na is blijkbaar DF bijv. = a^{2 — 2Coe DAF), even- 
zoo EG =: tf j/(2 — 2Co« EAG). Voorts is L nAr= Z.BAF 
— iL BAD = ^ BAC + Z- ^AG — /. BAD == ^ BAC — 
(Z. BAry— L CAG)j terwijl Z. EAG = iL EAC — Z. CAG 
= /LBAD + Z.BAG-Z.CAG=i:Z-BAC+(/.BAII-*Z.GA6). 
In de oplossing van het voorgaande vraagstuk zijn de waarden der 
ainn. en ooss. van de onderscheidene hier genoemde hoekon nv 
gegaan en opgegeven. Deze nu hier sohstituerende en de (brmolen 
vdwr de sinn. en cosr. van de som of het verschil van bogen 
aanwendende, vindt men formules Ynn geheel denzelfilen vorm als 
g^der, namelijk: 

EG=^»/{86M*«-2(S--a»Xi?,<?.+l6V,)+(6/(i?^,-(7,/»)(b) 
wigders door verwisseling van letters: 
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Hefmt HMD wederom y =z.fi :=«:=c=:i = a, loo vindt ncn 
voor dat b^zonder geval zooals behoort: 

I>F=:F!=IE = EG = GH^eD = o. . . . (c) 

CVI. VooBSTtU 
Door W. vin Haabst* 

Eindelijk verlangt men den inhoud ie berekenen van de rtitmte 
die aan de drie cirkels gemeen iê. Ter toepaêsing neme men 
voor de stralen achtervofgens 7, 8 en 10, en voor de afstam- 
den der middelpunten van de beide eerste eirkeis 5, van ie 
beide laatste 4 en voor den derden afstand 6 aan, 

OfQïïLoet door C. J. Hattus, W. yah Haamt en R. R. Lit, 
Oplossiho vam €• J. Matthb8. 

De gemeentcbappelijke raimte der drie cirkels DIG, zie Fig. 37» 
kao worden beschoowd als de som der drie deelen door de bogen 
CD de drie gemeeDSchapp^^lijke koorden begrensd , dat is te zeggen 
van de stokken DOG, DOI en lOG. Ieder van dié slokken, DOG 
bijv., kan weder worden aangemfrkt als een cirkelsertor DAG 
vermioderd met twee driehoeken AOD en AOG« Bijgevolg wordt 
de gevraagde inbond gelijk aan de som der sectoren verminderd 
met AA0D4- AAOG -f- aBOD + ^801 + ACOG -+- ACOI 

ofmet(AiOD-HABOn)-|-(ABOl4-AC0I)-h(AAQG4-AC0GX 
dat is met (AABD - AABO)^(aBCI -aBCO) + (aCAG — aCAO), 
hetwelk gelijk slaat met /\ ABD -4- A BQ + aCAG — A ABC 
=r Jj -4* ^i 4* A ~* -^9 zoodat de inhoud = S sectoren 4- / — . J^ —. 
I^ — - /, is. Om de cirkelsectofen te berekenen» moet iseo de 
boeken kennen, en deze kunnen blijkens het GIV. Voorstel wor- 
den verkregen nit 
Cc MG - (S - «') (g»g« - 16 V,) + 8 7(PA + CM 

C„ iBD = (^ - ^) (g*^. - ^g V«) + g ^(g.A ■¥ Jdy\ 

Ccexn - (^ - <^ (^A - 10 /./^ + 8 j(^A + g|/.> 

4 o'^V* ^ 

In ons getallen voorbeeld heeft men S — a^ = 22i, S—b^zn I3|, 
5 « o« = 2i; i| = 62, il, = — 20, B^ = 40, B^ = 10, 
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C, = — 15, C, = 87: / = 3}k^, /, = k^l, /, = lOj^S, 

ƒ, = %1^1S0. Waaruit tolgt 

764 

12600 

Ca^I=-«-^^^ -J»^' -^ ^'^^^=0.08036049. 

zoodat L DAG= l40o39'49^4, Z-IBD = 37^13' 6'. 3 en 

l^GCl = 85^23^26'. 5 blijkt te zqo, en men foor <le torn 

der sectoren heeH: 

£ = i(««X DAG + p« X IBD + y« X GG) &« 1'= 140.31896. 

Hiervan moet no neg worden afgetrokken 

/a-h/,+/i— / =:|j/759+10i/3+k23I— 3»|/7 = 43.26009 , 

hetgeen ten slotte geeft: 

Inhood DIG = 140.31896 — 43.26009 

= 97*05887 vierkante eenheden* 
CVIU V o o R • T ■ L. 
Door W. VAN Haabst. 
jélê men «tl elk van twee der hoekpuuien eem driehoeks 
Uoee gelijke Hjnen naar de overstaande zijden trekt , MuUen die 
een vierhoek vormen. Zijn nu de lengten dier lijnen benevenê 
die van de .wijden des driehoek» gegeven^ moo vraagt men de 
Mijden van den vierhoek in die gegeven» uit te drukken. 
Opouoat door W. vah Haakst, R. R. Lit en J. D. R.Holl. 

OpLosêiHo van W. tan Haabst en R. R. Lit. 
Gegeven zijn de zijden dea driehoeka a, &, c, zie Fig. 64, en de nit 
de hoekpunten C en B getrokken lijnen d en e. Men mag derhalve 

21 21 

deloodlijnenCD = 7 = — en BE = =:^ — , nit C en B op 

de overstaande zijden neergelaten, benevens de aegmenten waarin 

S— a« S *• 

ze die zijden verdeelen , AD r= p = , DB = ^ = ■ , 

c o 

fi' — c* S — a^ 

CE = t = 7 — , EA = !• = — r — , alsmede de afstanden aan 

o o 

weerszijden der loodlijnen, DG = DG^ = m z=: |/'((P — 7*) en 

EH r= EH| = n = {/"(e^ — p^) nis bekend aanmerken. Dan geeft 

^ ABH| met de transversaal! ijn CKG: 

HC X AG X BR = AC X B6 X HK. 
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dat is (< — nXp — w) BK = A (g + «) (e — BK), 



waarait BK 



bê (q -h fw) 



biq + m) + (p_m)(« — n) 
_ be(q + m) 

en 6 — I = «• 
Dezelfile A ABH met de transversaallijn CLG^ geeft j 
HC X AG^ X BL = AC X BGj X HL, 
dat h (i ^ n) (p + m) BL =: b{q — m) (e — BL), 

waamit BL = r — ^ =^-- 

b{q — m) ^ (jp + m) (t — n) 

be(q — fw) 

bc — (p + m) (« + •»)' 

Men vindt vervolgens met weinig moeite 

RL = BK _ BL = 2^ft-n) 

[bc —. p{u + n)P — tn%u + nf^ 
De overige z^den van vierhoek KLHN worden op dergelijke wijze 
verkregen , doch men kan ze terstond uitschrijven. Blijkbaar toch 
behoeft men in de waarde van KL slechts n negatief te nemen ^ 
om te hebben: 

w^ _ 2bcem(t + n) 

^ — [bc — p{u — n)P — m\u — nf' 
Terwisselt men in de gevonden waardijen voor KL en MN^ de letters 
^ en e, d en e, p en u, q en if m ean^zoo vindt men dadel^k 

2bcdn{q — m) 



LM = 



[bc - i#(p + m)]« — it«(p + mf 



jj j _ 2bcdn{q + m) 



[bc — u(p — m)]« ^ nHp — m)»' 
Hen zonde in die nitdrnkkingen na nog de waarden van p, q, i, 
«y m en fi hebben te snbstitneren : dit levert echter hoegenaamd 
geen voordeel op en maakt ze noodeloos omslagtigj wij laten het 
daarom achterwege. * • 

Voor het geval dat n = »^ en «bovendien o =: 6, bijgevolg 
« = p en I =: 9 iSp wordt 

fj, = lM = -—J^ -, 

d{2p + q +my 

HAn 

MN = NK = _,,^ r. 

d{2p 4- g — «) 

'Voor « = a, das n = t, heeft men KL = O, en evenzoo maakt 

1869—1863. L 
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i =z a, wegens m = ^i LH = 0; ia bekle geraUen gut de 
vierhoek io een driehoek over. Voor d ^ y^ das m = O, 
wordea KL en MN ^ ea voor e = ^ of « = O wordea LU en 
NK beide gelijk oal, terwgl de vierhoek ia eene r^te lijo ver^ 
andere. Voor (/ = e rrr a, verdwijnen twee zijden des vierhoeks, 
eo toch houdt mea ia plaats van den vierhoek nog een driehoek 
overi waarvan de reden hierin gelegen is^ dat de lijnen BH en 
GG| alsdan, in stede van ëën punt L, alle punten van BC met 
eikanderen gemeen kragen, deze lijn lal dan éën z^de nit- 
makeoi terwijl BN en CN de beide andere zullen zijn. Wordt 
d == e = a = i&, dan is ook MN = a,. terwijl de derde njde 
des drtehoeks NK = 2i/{a^ — fk^) is. Is eindelgk <f = e = a 
= £ = 0^ dan wordt MN en ook NK =: o. 

GVIII. VOOESTBL. 

Boor J. BissiiT, 
Hen begeert meeikunslig ie hew^wen de bekende goniometri- 
iche vergelyktng: 

2Cot2n = Cotn — Tanga. 
Opoilost door J. Bassait, R. R. Lit, W. var Haarst, J. D. 
R. MoLL, J. VAN DER HoBVBN en R. A. Mbbs. 

Oplossiiig van J. Bassan en R, R. Lit. 
Maak in het quadrant met de eenheid als straal beschreven , 
lie Fig. 65, Z. BOG = /. AOB = « en rigt nit O, 0£ loodregt 
op OB op, dan is ook iLl)0£ = «, en de getallen die in de 
aangenomen eenheid de lengten van DE, DB en DG uitdrokken, 
z^n achtervolgens Tang a^ Coi n en Coi 2». Daar na L CEO 
= 90® — « = Z» EOG, is A CEO gelijkbeenig, en wegens 
/_GBO = Z.AOB = Z.BOC, is ook A BGO gelijkbeenig, 
zoodat wg GE =r GO := GB hebben. De figuur geeflt .voorts 

2GD = 2GE — 2DE = BE — 2DE = BD — DE. 
bqgevolg: 2Coi2» z=z Cct» — Tanga. 

CIX« VOORSTBL. 

Door J« Bassar. 
Men verhmgt meeiknnetig <e bew^Men de bekende goniameiri' 
gehe vergelgking: 

Tangen z=z Cosec2a — Cot2et. 
Opoblost door R. R. LiT| J. Bassin, W. tan Haarst, J. D. 
R. Mou, J. TAN DBR HoBVBR cn R. A. Mbbs. 

Oplossira van R. R. Lit en J. Bassar. 
In Fig. 66 is OC = Cosec 2»^ terwijl in de oplossing van 
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het vorig Tniagttfil gefondea is OC =r= EC» waarait volgt: 

DE = CE — CD = OC — CD, 
óf Tntget = Co8ec2£t — Ca2»» 

CX. VoORSTBlf 

Door J. BissAR. 

Op elk van beide beenen van een hoek ABC is een piml A 
M C gegeven f waaruii men l^nen AD en CE begeert ie trekken 
M kei andere been, Mooiat »ij loodregt op elkander staan^ en 
bovendien even lang sijn; die lengte wil men tevens berekend 
kebben, 

OpcrKLon tloor C. J. Vlkmu, J. Bamau, W. tah Haarst, 
&. R. LiT en J. D. R. Holl. 

OpLoasiHo van C. J. Mattabs. 
Z9, Fïg. 66, ABC = p de gegeven hoek en ttel BA =r c, 
BC sz «; ligt dan in B op het been BA de kM>dlijn BF op, 
die ook naar onderen verlengd moet vorden, neem voorts 
BP = BF' = BA = c, trek FCG en F'G'C, eindeUjk nit A 
l^nen AD en AD' respectievelijk evenwijdig aan CF en F'C en 
mt C de loodlijnen CE en CE' op AD en AD^ dan voldoen 
zoovel AD en CE als AD' en CE' aan het vereischte. Vooreerst 
toch slaan ze volgens oonstroctie loodregt op elkander, en dat ze 
even lang zijn, blijkt voor AD en CE nit de gel^kvormige 
AA BGC en BAD, BFG en CEG. Eerstgenoemde geven de 
fTenredigheid: BG : CG = BA : AD, 

lutstgenoemde: BG : CG = BF : CE, 

vaamit, aangezien BF = Bi genomen is, volgt AD = CE: 
Gemakkelijk vindt men ecne oitdrukkiog dier lengte in de gegevcni. 
len heeft, door den regel der sinussen op de driehoeken BCG 
en BCF toe te passen, nit eene van bovenstaande evenredigheden : 
CG cSinfi cSinfi 
AD = CE = o X BG = 5S^= ;c^ >< ^^ 

= Tang |/(o* +e^— 2ae Sinfi). 
Wat nn bet tweede paar lijoen AD' en CE' aangaat, zoo 
geven de gel^kvormige A A BG'C en BAD', BF^G' en CE'G' de 
evenredigheden: BG' : CG' = BA : AD', 
BG' : CG' = BF' : CE' , 
vaamit tnsgd^b, wegens BF' =: BA, volgt AD' = CE'. Voor 
denelver waarde vindt men: 

L-2 
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CG' eSin^ eSinfi 

AD' = CE' = o X 5^ = ^^ëCF' = Tc^iJ ^ ^' 

= Tang fii/'(a* + c^+2acSinp). 
Het heeft den êchqa dat de eerst medegedeelde oploising niet 

a* -fee* 
alt^d mogelijk is^ immers als S^n fi y ^ ' ^*'^' ^* ^*^ 

echter nimmer het getal iqn , daar — zoo niet = 1 , voor 

a = c, steeds ^ 1 is, en geen Sinos ooit de waarde van 1 
kan overschrijden* 

CXI- V'o o a s T B !• 
Door J. BassanJ 

In een driehoek, waarvan de %ijden gelijk 8, 10 en 12 gege- 
ven aijnp ie een cirkel heeckreven. AU nu uii een der hoek- 
punten eene lijn naar de overstaande »jde getrokken iê, vraagt 
men de deelen van deze lyn te berekenen, in geval de koorde 
door den cirkel afgesneden, de helft der getrokken ^n ie. 

Opgilost door W. yak Huest, J. Bassar, J. D. R. Moll en 
R. R. LiT. 

0FL088IH6 van W. TlH HlARST. 

Zij, Fig. 67, de zqdc BC = ö = 8, AC = 6 = 10 en 
AB =: o = 12, dan is 

CG = i(a + * — o) = i(8 + 10 - 12) = 3, 

BH = i(c + a — i) = 4(12 + 8 — 10) = 5, 

fl« + c« — 6* 64 + 144 — 100 

BN = -±^^ = 24 = **^ 

dos HN = BH - BN = •ö - 4i = i, 

en CN •= KBC^ - BN«) = ^64 - 20i) = 2*^/7. - 

Stellen wij na de koorde EP = ar, dan is Tolgcns de gestelde 

▼oorwaarde CD = 2*, en voor DE = y, CF = a? — y. Wij 

hebben dan CF X CE = CG* en DE X DF = DH% 

dat is (« — y) (2» — y) = 9 • v • ': 1 > (a) 

en y{s + y) = (DN - HN)«. 

of DN = HN + k'yC* + y) = i ^- f/y{s + y), 

maar wegens DN = KCD« - CN«) = i/^is^ - ^j, 

is door gelqkstelling : i + l^y (o? + y ) = ^^4«« ^ J , 

if 4«« — 44 — «y — y* •= yy{* + y) > '^ • (^) 
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Nu Tolgt oit (a) y« — 3^ + 2** = 9, en hicrait ^opgelost, 
woidi y = Ijj? ± iy{S6 + «*); 

deie waarde in (b) geschreTen, zoo is 

T 2»i/(3e + »?) — 68=i^/{9 + 4»«± ar|/(86+#«)}, 
dat is 44r4+ 140»*+ 2800 = :T^ 210*^/(36 + #«), 
of 2«*-h 70**+ 1400 = qi 105*^36 + «*), 
of 4*8 + 280»« — 525#* ~ 200800** + 1960000 == 0. 
Stellende hierin **z= *, dan krijgen wij 

4«* + 280*» — 526** — 200900* + 1960000 = 0. 
Door de beide positiefe wortels te benaderen, vindt men 

*i = *4* = 12,73290844 en *j = *a* = 16,63931617, 
dos *^ = 3,6683 en *, zz= 3,9646. 

Door deze waarden in y = l^* — ^^(36 + **) te substitnereni 
heeft men y^ = 1,862 en y^ = 2,3389, 

€n dan is *| — yi = 1,7063 en *j — y^ = 1,6167. 
Wat de negatieve wortels aangaat, stellen wij * ^ — «, dan 
ivordt de vergelijking in u 

4ti*— 280tt«— 626tt*+ 200900» + 1960000 = 0. 
De coëfiicienten worden voor de vergelijking in (u — • 48) 

4 -|. 488 + 14961 — 22388 + 686004, 
terwijl die in (u — 49) slechts permanentiëo vertoont. Stellen 

wg ha « — 48 ^ r, dan is de vergelijking in — = €| 

V 

686004©!* — 22388r4» -4- 14961^4* + 488ü4 + 4 = 

en hft is klaar, dat die in - — - 1 alleen permanentten hebben 

zal. Het blijkt derhalve onfeilbaar, dat van de bedoelde vergelq- 
king de beide overige wortels onbestaanbaar zign. 

CXII. VOOBSTBL. 

jDoor J. Bassah. ^* 

tn een tnerhoek meU één regten hoek zijn de etukken waarin 
de diagonalen elkander verdeelen gegeven p vragei den vierhoek 
in die gegevens te bepalen» 

Opoblost door W. vin Hübst, J. Bassan, J. D.' R. Holl, 
R. A. Mbbs en R. R. Lit. 

Opiossiro van W. tan Haabst. 

Z^ gegeven, zie Fig. 68, AE = a, BE = A, CE == o en 

DE = (2, en stellen wi) de zgden AB = *, BC = y, CD =z * 

en DA = «. Laten wij vervolgens nft A en C loodlijnen AG 

en CF op BD neder, en noemen wg het segment EG, m 

L 3 
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en het legment EF,fi. In den driehoek ABE is dan 
AB« = AE* + BE» + 2BE x EG, 

dat is s» = a> + ^ + 2ifN , 

en ia den driehoek AED: 

AD« = AE« + DE« — 2DE X EG, 

dat is «» = 0^ + <P — 2dm. 

Uit dese beide vergelijkingen Tolgt: 

_ jT* _ a« — y _ fUlJLllJ? 
""— 26 - 25 • 

waaruit men gemakkelijk findt: 

bu* + ds* = (a« + W) (* + 4 • • " • W 
Dewijl nn in den regthoekigen driehoek BAD «» -{- «* =i (6 + (Q* 
is, zoo volgt hierait 

b{u* + ar«) =ibib + df en d(u« + #«) = rf(A + li)*, 
en, door deze beide elk in het bijzonder van (a) af te trekkeD, 
verkrqgt men 
(rf— A)*«=(A + iO(a« — ^ en (iZ— A)M«=(ft+d)(<P— o«). 

Derhalve is «p = i/^ ^-^-^ -^-^ ^ 

a — ö 
Door de waarde van s hebben wij vervolgens 

_ s» — flg — y _ o» — M 

"•— 2A — d — b' 

Voorts is in de gelijkvormige driehoeken A6B en GFE 
AE : EG = GE : EF, dat is a : m = c : n, 'en alzoo 
c cfo*— bd) 

a a{d — b) 

Daardoor verkregen wij 

, = K''-H.^-2i.) = >^°"'-')"'^^'-f"°'-"' 

fl ^a — O) 
en 

a((f — b) 
Stelt men a» = M, dan snijden de diagonalen elkander regt- 

hoekig, en men heeft naar behooren 

»=:i/b{b+d),y = y^{I^+i^\s = l/{c*+d^)eau = i/'d(b+d). 
Stelt men J =r &, dan wordt ook & := a, en de zijden des 

vierhoeks worden onbe|)aaId. 
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Hoor ooiutnictie kan men ook gemakkelqk den vierhoek vindeo. 
Immen op BD = BE + £D ==^ ^ + ^ beschrijve nen een 
halwen cirkel , dan moet het hoekpunt k aan diens oitttrek liggen. 
Dit hoekpunt moet tevens op een afstand A£ = a van het pont 
E liggen en ia derhalve bepald. Verlengt men vervolgens AE tot 
dat EC = c is, dan vindt men daardoor het hoekpunt C. 

CXIII. VOOBSTBU 

Door J. Bassah. 

In een vierhoek ABCD, waarvan de hoek B regt %$, heeft 
men de basis AB m £ en F gelijhel^k verdeeld. B^aUien nu 
gegeven z^n de vier lynen die uit de hoefyunten C en D naar 
de punten E en F loepen , wil men den vierhoek in die gege^ 
vens bepaald alsmede geconstrueerd hebben» 

Onuost door W. van Haaest, J. Bassah, J. D. R» Hou en 

R« R« LiT. 

Oplossing van W. vau Haabst. 
Stellen wij, zie Fig. 69, AE = EF = FB = #, BC = y, 
CD = s en DA = tr, en laat gegeven zijn DE = flt DF .= b, 
CE = c en CF = <f. In den regthoekigen driehoek CBE is dan 
4s* + y* = c^ , en in den regthoekigen driehoek CBF is 
** + y* = d** Het verschil is dan 3i* = c* — J*, en alzoo 

* = |r/3(c» — rf») 
eD y = V{d* - *») = |j/3{4rf« - c«). 

Na is in den driehoek DEF, 

DF« = DE» +EF* + 2EF X GE, 
of fc>=o» 4.«> + 2«x GE, 

en in den driehoek ADE is AD» = DE» + AE» — 2AE X GE 
of tr»=a»+«» — 2«XGE; 

bijgevolg is de som i 

fc«+fr»=2(a»4.«») =: 2a» +f c» — f d», 
wiaroit w = |i/-3(6a» — 8A^+2c»— 2ii»); 

en daar 

i» =«»+«»+ 2^ (* + AG) = a» +3«»+2jrxAGis, 
t» — a« -,3>p> 3(&» - g» — c» -hrf» ) 

wordt AG = ^ 2|/3(c»-d») 

3(^«— a«-l-c»^<f») 
2|/3(c»— rf») 
tervijf BH = DG = K»^' - GE») = K^* — GE») 

_ 12tt»(o»— <f»)— {3(6»— a»)-(c»— <^^)}* .^ 
— ^ 12(c»— J») 

L 4 
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Wij Tioden 4«i^b&I^c 

CD = « = |X(DH« + CH«) = 1/ {DH*+ (BH — y)«} 

= V/[2i6«-a« + Kc«+2iP) 

Is rf==o en 0=:*, dan wordt to = y =||/S(4a* — i&*) en 
« = 3;r = ï/3(6« — a«). 

Om den vierhoek te oonstraeren nemen wij op eene lijn een 
stok FI gelQk aan het Terachil der gegeven lijnen c en d, ver- 
volgens van F af nog een stok FK , gelijk aan een derde van de 
som dier lijnen; indien we dan op IK als middellijn een haWen 
cirkel beschrijven en FB loodregt op IK oprigten^ dan is BF = s^ 
en Bi =r Zx eene van de z^den des vierhoeks. De loodl^n BC 
oprigtende en nit F als middelpunt met d als straal een drkelboog 
beschrijvende, vinden we in G een derde hoekponti terwigl 
eindelijk het vierde hoekpont D verkregen wordt door nit E en F, 
met a en & als stralen ^ resp. cirkelbogen te beschrijven. 

CXIV. VOOBSTKL. 

Door J. BissjüT. 

Twee hoeken A en D van een trapeMtum ABCD «^n gehal» 
veeri door lijnen AE en DE dïe elkander in E onintoeten, uit wetk 
ontmoeiingspuni vervolgene l^nen EB en EC naar de hoel^mnien 
B en C getrokken «yn. Als nu genoemde vier l^'nen gegeven 
M^y begeeri men hei irapeMium in de gegevens ie bqwlen, als- 
mede ie consirueren. 

Opoilost door W. viir Haarst, J« Basbar, J. D. R. Moix en 
R. R. LiT. 

Oplossiho van W. tan Haabst. 

Stellen wij, xieFig«70y de zijden van het trapezinm ABsrjr, 
BC =: yi CD = s en DA = 10, en z^ gegeven AE = a^ 
DE = *, CE = c en BE = rf. Na is A + D = 180^, 
das iJ+iD=z 90<>, zoodat hoek AED regt is, en bijgevolg 
AD =: ir = K«* + **).-I«ten wij nit E loodlijnen op AD, 
CD en AB, en nit C en D op AB neder, dan is 
4« a/, «* «* 1.^ \>ww *• ** 

AF == AG ==-=== --;r^— -r=: en DF===DH ==--== --^-r rrr: 

2lflM 

daardoorwordtc«=i«+««— 2».DH = ^ + «* ,T r^x 
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Om het trapeziom te constraeren beschrijft men eeo regthoe- 
kigea driehoek, waarvao a en & de regthoekszijden zijn, dan is 
de hypotenasa AD = w. Maakt men /. EDC = /. ADE en 
/.EiB =: Z.OAE, dan zijn DG en AB evenwgdig; beschrijft 
men vervolgens om £ als middelpant, met EC = c en EB = c2 
als stralen, cirkelbogen, dan is het snijpont van den eersten met 
DC en dat van den tweeden met AB elk een hoekpunt. Door BC 
te trekken wordt ABCD het gevraagde trapezium. 
CXV. V o o a 8 T s L. 
Dóór R. LosATTO. 

Een bal wordt over een horizoniaal vlak tegen een verticalen 
muur in toevallige rigting geworpen, Moodat er dezelfde waar- 
sch^nl^'kheid bestaat om elk willekeurig puni van den voet 
des muurs te treffen. Bijaldien nu de muur èene gegeven lengte 
heeft ^ vraagt men de waarsck^niykkeid te vinden, dai b^ twee 
achtervolgende worpen het verschil der afstanden van het begin 
des muurs tot aan het door den bal geraakte punt, niet minder 
dan een bepaald gedeelte van gemelde lengte bedrage. 

Opgelost door R. Losatto en J. var dir Hoivbii. 
Oplossihg van R. Lobatto. 

Onderstellen vrij aanvankelijk dat de lengte van den manr in 
Il gelijke deelen verdeeld zij, en nemen wij elke dier verdeelinge 
tot lengte-eenheid aan, loodat de lengte van den mnar door het 
getal M nitgedrakt worde. Onderstellen wij nog dat indien de bal 
den moor raakt in eenig pont gelegen tosschen de tn^^ en de 
[m+iy^ verdeeling, de raking beschoowd worde als jnistopden 
afstand m -f- 1 eenheden van het begin des mnors te hebben plaats 
gehad. Zg w^ders p het aantal dezer lengte-eenheden» voorstellende 
het verschil der a&tanden bij twee opvolgende rakingen van den • 
bal tegen den mnar. 

Beschonwen wij thans twee gelijkslachtige en volkomen aan 
elkander gelijke prismatische dobbelsteenen van n zijvlakken , 
achtervolgena gemerkt met de cijfers 1, 2, 3 ... tot n inge- 
sloten, dan is het gemakkel^k in te zien dat de gevraagde waar- 
schqnl^kheid in de voorafgaande onderstellingen jnist gelijk staat 
met die, dat bij twee achtervolgende worpen met die dobbebteenen 
het verschil van het aantal oogen voor het zijvlak waarop de steen 
komt te liggen, niet minder dan p bedrage. 

Op het aantal van fi^ kansen door die beide worpen op te 
leveren, zqn er, om een verschil van p oogen te bekomen i klaar- 
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U^Mgk too veel ab aangewezen wordt door de «om der ooeffi- 
daten tan l^y en t'^f ia de ontwilkding van het prodoct der 
twee polynonria <4-<* + '*-t-«»»+'" 

#-1 + <-» + #-» + ^ . . + !-•, 
vdk prodoct ook Toorgesteld kan worden door 

len xal xieh ligt konnen Terxekeren dat de factor toaechen de 

beide haakjee/na herleiding, dezen vorm aanneemt: 

l + 2l+Sl* + 4<« . • . +fil«-i+(fi— 1)«« . . ,4.<a— «, 

nardoor het voorgaande prodoct overgaat in 

/«- 1 + |-{»-i)^ 2(l»-»4- !-<•-«))+ V .(fi-p)(tf+<-^) 

+ .-:.(ii-2)(««+i-») + (fi-l)(«+#-i)+ii. 

Het aantal kaoaen om jniat een verschil van p oogen te verkrijgen 
bedraagt daa 2{n *- />), terwijl dat. om mindeir dan p oogen te 
verpen gelgk zal z^n aaA de aöm der reeks 

a+2(ii-l)-H 2(11-2)+; . .2(ii-p+l)=fi4-(p-lX2«-p). 
Oe waaradijnligkheid om een verschil van minder dan p oogen 
te veikr^gen heeft alzoo tot waarde 

n+(p-l)(2n^p) _ 2p- 1 p(l - p) 

dos de waarachignl^kheid om niet minder dan p oogen te werpen 

n n* \ n/ n f»' 

Gaan w^ thans tot het ge?al der continniteit over , door n = oo 
te steDen, akwanneer p insgelqka oneindig groot wordt, terwgl 

acftans ^ eene eindige brenk zal voorstellen, aanwqiende het ge- 
deelte van de mnnrslengte dat gelgk aan of minder moet zqn dan het 
venehil der afstanden hg twee opvolgende rakingen. In het geval 
deihalve van n = oo verdwenen dé beide laatste termen der 
vaarde van IF, welke alsnn tot limiet-waarde krijgt 

les steOe fa^v. dat de break - bedraagt ^ van de mnarslengte, 

fi 

daa heeft men fF := 0,49 voor de begeerde waarschijnlgkheid. 

CovaHOT, aan wien w^ dit problema ontleend hebben *)t heeft 

. *) EifpoHHw de ia Meriê d$9 ehanees êt dêê probaHHiiê^ pag. 131. 
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• 

daarvan eeoigiqk eene meetkaostige oplowing gegeven, welke wij 
om hare eenvoadlgheid en levens ab een voorbeeld van zinrgke 
toepassing der meetkanst op de kansrekening niet onnuttig geacht 
hebben hier mede Ie deelen. 

Laat s ea y twee grootheden zijn, die elke in het bijzonder 
alle mogelijke waarden tosschen O en 1 kannen verkrijgen, dan 
zal znlks met haar verschil y — - d?, het tecken daargelaten ioa- 
gelijks het geval zijn. Doch deze verschillen zijn niet alle even 
waarschgnl^k y hetgeen op eene zinnelijke wijze aldus zal ktmnen 
blijken. 

' Op de regthoekige assen OX, OY, zie Fig. 71, beschrijve men 
een vierkant OiBC, waarvan de zijde OA = 1 is. De coördinaten 
s en y van elk^ binnen het vierkant gelegen punt m verkrijgen 
alle mogel^ke waarden tusschen O en 1 gelegen. Maakt men 
OP = OQ = a, zijnde a < 1 , wijders de stukken CP' == GQ, 
AQ' = iP, en 'trekt men de evenwijdige lijnen PQ', P'Q, dan 
is het uit de figuur ligt op te maken dat voor al de ponten M 
gelegen op elke dezer twee lijnen, het verschil der coördinaten 
y, s de standvastige waarde a verkrijgt, terwijl voor elk der 
ponten gelegen binnen de driehoeken APQ', CP'Q, dat veracbil 
grooter dan a zal zijn. Voor eene andere waarde Op =r a' zal 
de parallel pq de plaats der ponten aanwijzen voor welke het 
coördinaten-verschil juist a' bedraagt. De waarschgnlijkheden dat 
die verschillen juist a en a' wordeo, zullen dus evenredig zijn 
aan de lengten der lijnen PQ', pq. Voor grooter verschillen zal 
dan die waarschijnlijkheid afnemen, en een maximom worden 
voor a ^ 0. Beschouwt men thans de geheele oppervlakte des 
vierkants als voorstellende de som van het oneindig aantal gevallen 
of kansen waarin het verschil y — s alle mogelijke waarden tos- 
schen O en 1 kan verkrijgen , dan lal de oppervlakte der beide 
driehoeken APQ', CP'Q tezamen, het insgelijks oneindig groot 
aantal gevallen oi kansen voorstellen , waarin dat verschil niet . 
minder dan a bedraagt, zoodat de eindige verhooding tosschen 
de laatste oppervlakte en die van het geheele vierkant, dat is 
(1 — a)^, blijkbaar de begeerde waarschijnlijkheid zal oitdrokken, 
hetgeen met de hiervoren door ons verkregen oitkomst geheel 
overeenstemt. 

CXVI. V o o B 8 t E t. 
Door R. LoBiTTo. 
Op de M^den eene gegeven driehoeks drie punten M, N, P 
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MOêdanig ie bepaUn, dai de omirek dei driehoeke KNP een . 
wummum worde* 
Or«iL08T deor R. LoBino en W. tah Hübst. 

Oflossiiig fDon R. Lobatto en W. tah Haaist. 
Z^, Fig. 72, ABC de gegeven driehoek. Men stelle de drie onbekende 
a&Uoden BH, CN, AP = x,y,s; voorts BC = a, CA = &, 
AB = C| en de drie afstanden PM^ HN, NP ^ p^p^^p^, dan 
heeft men te ?oldoen aan de voorwaarde 

U zx p + p^ -f- p^ = Minimom. 
No ia, bl^kens de figoor^ 

p = |/-{af«+(c — «)«— ar(o — «)CiwjB}, . 
p^= 1/ {y«4. («—#)«— 2y(a — ir)CiwC}, 

logcToIge de leer éér maiima en minima voor fanctiën van drie 
veranderlijke grootheden , moeten de waarden van s, y, m voldoen 
aan de vergelijkingen 

^— * 4- *1 + ï^=: O, 
ds ds ds ds 

djf- dy^ dy ^ d^ ' ^ ^ 

^— * ^ *t J. ^= O 
«i« "~ «*«■*■ d* ■*■ d» 

Uit de vooigaande wurdea van PtPitPi *oIgt door dilferentiatie 
1^ s — (c — »)CmB dp^ ___ o — s — yCo»C 
ds '~^ p 'ds Pi ' 

*i _ n * — ft *» — y — (g--*)g<wg 
Tfa-"* rfy-"' dy - /»! 

if^^ £ — y — »CosA dp c — « — sCosB 

dtf ~ f^ ' dz~ p ' 

^1 _ ^ • JP^ _ M^{h^y)Co$A 

<2s ' d% Pt ' 

Na sobstitatie van de waarden dezer partiële difierentiaalqaotienten 

in de vergel^kingen (a), komt er 

s^{e—z)CoêB _ a — s — yCoeC 

P ~ Pi ' 

y — {a—s)CosC _ h^y^eCoêA 

M^{h^y)CoêA _ c — s — sCobB 
ft P * 
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In ferbaod met de fignor, geeft de eerste dezer TergelgkingeD 
terstond te kennen, dat de l^nen PM, NH gel^ke hoeken nabBo 
met de lijde BC, Immers in den driehoek BPU heeft men 

Ca,PMB = "-(^-')^"^ 

P 

en in den driehoek NHC 

Co. NMC = ^-^-yg^g 
Pi 

Efenzoo blgkt dal L MNC = /. PNA en £. APN = Z. BPM, 
Hen slclle thans L PMB = 0, Z. MNC = (f, , ^ APN = 0^, 
dan is in den driehoek PMN, /_ Jf = t — 2;$, /. iV = jr — 2^^, 
iLP=*— 20,.dusLilf+Z.^+^P=ST— 2(0+0,+0J=«-, 
waamit volgt + 0i -4- 0j = t; 

wgders is in den driehoek APN, Z. A + 0^ + 09 := «i der- 
halve = J; op gelijke wijze vindt men 0| = Jff en 0, = C. 
De driehoeken BPH, CMN, ANP zijn dns elk in het higzonder 
gelijkvormig met den driehoek ABC, waarait ter bepaling der onbe- 
kenden 9, y, M de navolgende evenredigheden ontstaan : 

4r:c — s=:o:a, y:ii'-~jr = a:i&, j»:A---y = 6;c, 
of ajp = c(o — «), iy=:«(a — jf), cs = 6(^— y). 
Derhalve cw? -H ^ — c« = c* -h «* — b* — cm — as + tffy 
en hiemit i* = a* -i^ c* — 2as. 

Evenzoo verkrflgt men c* = i* + a* — 2by, 
o* = c* -t- *« — 2cji, 
o« + o* — i&* a^-^-b^—c* Ai^.c« — a» 

^^'= 2i • y= Tb ' '= 2^ ' 

welke nitkomsten aantoonen dat de afstanden Sf y, m overeenstem- 
men met die der hoekpanten B, C, A tot de voeten der loodlijnen 
uit A, B en C op de overslaande zijden des gegeven driehoeks neer- 
gelaten , zoodat de ligging der drie onbekende ponten M, N^ P 
door het trekken dezer loodlijnen thans volkomen bepaald is. Er 
behoort nn nog onderzocht te worden of hier werkelqk een mini- 
mom plaats vindt , dat is : of de zes partiele di£ferentiaalqnotiënten 
van de tweede orde der fanctie U aan de bekende voorwaarden 
voldoen. Stelt men te dien einde 

dan bestaan die voorwaarden hierin, dat men hebbe {*): 

(*) Zie mjïao Lesêên over de Différent, en Integraal Rekening, 
1« Deel, pag. 264. 
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lo. D y O, Ey O, Fyo, 2». db > x» 

en 3«». {DB - K*) {DF — H») > {DG - HK)*. 
Nait 

s — (o — «)g<wg 4p'| 

fa — « — y Cm < 

Pi 
fa — « — ffCoaC\ 



d«p_l 
1 



-f 



Pi 






Derhalve 

" - dM* ^ d0* ^ dx* ^ dx* \p^Pi/ ^ ^ 

Etcüioo Terkrijgt men 

<ty* rfy> dy* dy> Vft ft/ 

iM* d»* ^ ds* ^ d»* Vft P' 

Aan de eerste der drie voorvaardeD blijkt da^ voldaan te zqo. 
W^ers heeft men 

dxdtf ' dydm 



d^ p 

1 



CoêB' 



^ -* (c — b)Cm£ 



^} 



P 
<7Mi?+ ^ ^^i j 



P 
Hen zal op gelgke wijze Tindeo 

dtdM ' d^d» ' dxdy p, ^ ^" 

^ = O, ^ = 0. ^ = l^n^. Sin0,: 
dsdy dasd» dyd» pi 
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Derhalre 



WiSKURSTIGE 



„ d*U d*p d*p. d*p. 1 „. ^ „. ^ 



„ d*U d*p d*p. d*p. 1 . ^ „ ^ 
„ d»D d»p d«Oi «^V» 1 «. ^ «. ^ 



DE—K* = 

DF— H* = ^ 
DG— BK 



i«i»»(f &n»<^, > O, 



1 1 1 

— H + — 

fPi PlPl PiP 

— + — + — j&«»^,««»<p, 

.Wi Pi Pt P»P3 

H 1 1 Sin*ó Sin<p. Sin <p., 

PPt PiPt PJPJ 



KPPi PiPi PtPJ 
Blqkbsar it hier voldaan aan de Toorwaarde 

{DE — K*) {DF— H*) > {DG — HS)*, 
zoodat men ihaoa lot het aanwezen van een minimam betloiten 
mag. De waarde van dat minimnm in functie der drie z^den 
det gegeven driehoek* Iaat zich aldn* bepalen. 

üit de in de figoar aanwezige gelijkvormige driehoeken , volgen 
nog deze evenredigheden: 

x:p = o:b, y:p|=a:«, M:pt=zb:a, 

bs OU a» 

P = -. 



of 



Pi--, 



P»=P 



en aU men hierin sobstitueert de hier voren gevonden waarden van 
j:,y,», JLomi er 

Dos 

U=p+p,+p,= '-^^ \ -^ 

_ 2a*b^ H- 25«c« -f- 2c»a> — g* — ^* — c* 

~ 2abc 

welke uitkomst nog onder een anderen meer eenvoadïgen vorm 
kan geschreven worden. Als men namelijk den inhoad des drie- 
hoeks ABC c=: / stelt, dan staat de teller van het voorgaande 
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reêi €p. Hadden beiden ie Momen gedrankenf sy êouden twee 
wen vroeger met het vat klaar geweest syn; Baeehme mou dan 
kalf zooveel gedronken hebben^ als h^ nu voor Silenne overliet. 
Trage naar den t^d waarin ieder afêondgrUjk kei vai Mg had 
kunnen drinken» 

Ofgblost door A. A, T. Lediiokei W. KEiUHKy i. D. R. 
HoLL| R« R. LiT, M. J. TAR BuoaBii en W« tar HiAisr. 
OpiiOMiRf» van A. A. T* Liouon. 
Liat het aantal nren van den geTraagden tijd zqn: 
voor Baoehns # ureni 
foor Silenna y nren. 
Den inbond fan het vat door 1 voontellende, drinkt dan 

Bacohns per nor -, 

# 

Silenos per nar -• 

y 

Ha wordt vooreerst opgegeven dat Baccbna drinkt gedurende | f 
oren, derhalf e eene hoeveelheid van 

hetgeen hij dm aan Silenna overlaat, ia eene hoeveelheid van 



('-!)• 



Dexe rett drinkt Silenna op, en wel in y T 1 — ^j nreo. 
Het vat is nn ledig en in het geheel i^n er verloopen 

Hadden beiden zamengedronken, z^ zonden per nnr gedronken 
hebben — H -• en dos' om het vat ledig te krqgen noodig gehad 

hebben 

1 sy 

^ = ' aren: 

• H 
terv^l Baochu in dat geval had gedrooleo 

De twee vporwaarden geven nn de veigelgkingen 
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t, + y(i-g) = 2+7f^. ■-•(.) 

•^« .-iT = *('-s)- •••••<'-> 

De laatste vergelijking herleid, geeft 

2y* -h öjry — S»^ = O, 
waaroit # =:= 2y, terw^l de andem vortel n^atief ia, od dos 
hier Diet in aanmerkiDg kan komen. Brengt men deze waarde in 
(a) over, zoo vindt men gemakkelijk y = 3 en dos jr c£ 6. 

Bijgevolg heeft Bacchns 6 aren noodig om het vat alleen leeg 
te drinken en Silenos 3 nren* 

Laat ons eens aannemen dat de inhond 120 kan bedraagt, dan 
drinkt Bacchns per nar 20 kan en Silenes 40 kan. Bacchas 
drinkt eerst gedurende 2 nren en das 40 kan » 80 kan overla- 
tende. Silenes drinkt daarna ook 2 nren en het vat ia leeg. 

Hadden zij te zamen gedronken, zoo bedroeg de hoeveelheid 
per nar 20 H- 40 dos 60 kan. Men ware dan ia 2 oren klaar 
geweest, dat is in 2 nren minder dan 4 nren. Baoehiu kreeg dan 
2 X 20 = 40 kan, dat juist de helft is der rest van 80, die 
hQ in het eerste geval aan Silenus overliet; dit sluit dus met 
de opgave. 

Aardig is het, dat de slaap van Silenus Bacchns geen druppel 
meer bezorgt: Silenus wordt juist in tijds wakker om zijn aan- 
deel van 80 kan te erlangen , die hij wakker zignde ook zon ge- 
dronken hebben. 

In plaats van de opgave «Bacchns' zou dan (bij het gezamenlijk 
drinken) half zoo veel gedronken hebben, als hij nn voor Silenos 
overliet/' had men das ook kunnen opgeven: Bacchns zou dan 
(bg het gezamenlijk drinken) evenveel gedronken hebben als hij nu 
deed. De vergelijking (b) ware alsdan geworden 

waamit wederom s = 2y. 

CXXI. VoomsTBL. 
Door J. BASSiir» 

De inUgnd ie timden vm f /^ + ^ ) — ^^ 

OnBLOST ioOT W. V4H HliBST, J. TAIC DBB HoBVBN 0fS J. BiSBAlC. 

Oflossibo van W. taii Haabbt. 
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Hen ttdle = «•, dan vindt men door oplos* 

2»^ 

«ng » = — ' . , en de getochte integraal vordt: 

y = /nds 

= IMP — ƒ JN^fl 

/2ffldn 
Boor deze break ia de eenvoadïgtle gebrokent te Terdeelen, heeft 

"^ ;?=T = ~ 2(;rM) "^^ 2ÖÏ3Ï) + ^rpï' '»98««^ 

^ r dn ^ p dn g* dn 

= n» — ^ Nef. L(^ -3-^ + JBog^. Tm^ » +<?, 

ft "•" A 

waarin per slot nog maar de waarde van n gesnbstitueerd moet 
wofdeDi om te geveu : 

9 
CXXIL VoORSTBL* 

JDoof J. Basbah. 

AU in een gegeven driehoek uii twee hoekpunten Jbodl^nen 
op de O90ntmande mfden «^jff» neéfgelaten en ievem eene i^n 
mi hei derde koekputU naar kei midden der oteretaonde Mffds 
getrokken i$^ begeert men den daaruü onietatiên nfeunoen drie» 
koek in de gegeveru uii te drukken^ 

OfoiLosT door W. vak HiAasT, M. G. Saoii^ J. Babsau^ 
J. D. &. HoiL^ R. R. LiT en N. J. Daosr. 

OpLossiNft rafi W« viii Haaba» 

Nemen wij als bekend aan de i^den a, £, c van den driehoek 
benevens deszelb inhood /, dan geven « zie Fig,74, de gel^kvos* 
mige AA AFG en AER: 

A» = »c = AE = « = i^ = iffl::^; 

evenzoo de gelijkvormige A A BEC en BFR: 
Bï ■ BC = Br : BR = i^ = i^±^. . 

H 4 
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Voorti is weKm< AD = DB, A AQC = A BCQ, du 
AQ.CF = BC QF = BC(AF — AQ), 
.^ BC.AF 4aT 

""""^ ^^ = BCTCF = 3a« + *'-C - 

Geheel op dezelfde wqie geteo de driehoeken BCP en APC^ 
_ UI 

a»H-3i» — c«* 
Door aftrekking vindt men vervolgens ; 

^ " ~ « 3o«+6* — c« ~ a(3a»+ A«— c«)' 

PE-BE BP-^^ ^^^ _ 2f(a« + A«-c«) 

* a« + 3A»~o«~i(a« + 36«— c«)' 
WMrna men aad de driehoeken ADC en APC, BCD en BCQ kan 

ontleenea : 

CD 
Z^ ADC : A APC = i : AC.PE = CD : CP = -J-X AC.PE, 

CD 
A BCD : A BCQ = ƒ : BC.QF = CD: CQ = ^X BC.QFj 

CD 
irairait P<J = CP — CQ = ^ (iC.PE — BC.QF) 

— (3a« 4. 6« — c«) (a« H- 3Z>* — c«} * 

aangeiien CD = iy\2a^+ 26« — c*) is. 

Wat de beide andere zijdeQ des Terlangden driehoeks aangaat, 
daarroor heeft men 
«n -in AR - «[ie7«-(6' 4- o»- a«) (3a» + &«- c«)] 

RQ - AQ - AR _ 4/(3«» + A*-o«) 

_ a(a«— A«)(a«+y— e») 
■" 2/(3fl« + A« — o») ' 
BP = BR ^ BP = H(CH-,»--^«)(a»^35W)-16i^ 

4/(o« + 3A» — c») 
_ &(a» — &»)((^ + **— O 
— 2/(o« + 3i»— o») * 
Daar jL PRQ = Z. ACB is, verkrqgt men ook ligtel^k den 
inhond; immer* is 

BC X CA : QR X RP = / : A PQR = -4 X QR.RP 

~ 4/(3a«+Z>» — c«)(a«+36* — c«)' 
Ia 6 = a, derhalve de gegeven driehoek gelijkbeenig, dan 
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gebroken gel^k met 16P en if derhalve 

Aeemt men wijden in aanmerking dat de straal R dea omge* 

achreven cirkela tot waarde heeft -7-- , dan Tolgt hiemit 

4/ " 

2/ 

U=p + p^ + p^ =—, 

en aangezien 27 = {a + b + c)r is, waarin r de straal des in- 
geschreven cirkels beteekent, zoo verkrijgt men nog de formnle 

ir=(«+A + o)I, 

waarait af te leiden is, dat dê omtrek des gegeven driehoeks 
Jot den omirek des driehaeke MNP gich verhoudt , ais de ttraal 
van den omgeschreven tot dien des ingeschreven cirkeis» 
CXVII. VooasTBi. 
Door J.'H. ScHaFBa. 
Jls men uit de hoekpunten k en B van een driehoek ABC 
I^nen AD en BE naar de .overstaande s^den Moodanig trekt , 
dat men altijd heeft AC : CB = AE : CD, ud de meeikunstige 
plaats van het mijpunt dezer lifnen eene ellips jsyn. Frage 
naar het bewijs en naar de middelpuntsvèrgelyking op eoördi^ 
naatassen die evenw^dig hopen met de basis en eene der opstaande 
zgden van den driehoek* 

Opouost door W. vait HiiasT, J. H/ScHaFia en R. R. Lir* 

Oplossirg van W. tak Hiaist. 
Zq, Fig. 73, BC = a, AC = b, AB = o. Trekken wij eene 
^iUekcarige lijn DF evenwijdig met AB en nemen wij A£ = CF, 
dan is volgens de voorwaarde het snijpunt P der lijnen AD en BE 
een pnnt der bedoelde kromme. Laat voorts de zgde AB abscis- 
aenas en A de oorsprong der coördinaten zijn , dan is AQ :=: s en 
PQ = y. Nu geven de ^elijlrvormige A A EAB en PQB de even- 
redigheid: AE : AB = PQ : QB , waaruit AE = — ^. Aan 

c — # 
de gelijkvormige A L DAF en APQ ontleenen wij : 

AP : DF = PQ : AQ, 

• g, 

dat is i6 — AE ; Y AE = y : #, 

b 

b^a 

waaruit AE = 



bs -^ ey 
1859^1863. M 
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Beide waaiden van AE aan elkander gel^l (eMld, gerai: 

c — # Ajf + cy' 

of c«y* 4- *c^ + *•** — **<^* = O» 

qnde blijkbaar de vergelijking eener ellipa. Het komt er na D0g 
op aan, bare middelponUvergelqking op te maken , met bebood 
van den aUnd der aasen. 

Sneden wq de ellipa door eene Ign y = « evenwqdig met 
AB, dan bebben wij ter bepaling van de coördinaten dersn^ponten 

c{n — b), o|/(t* — 2bn — 3n») 
zoodat M = 26^ ^ 26 ' 

en y ^ ^ ï** 

Nn is bet klaar dat de lengte der koorde die de ellipa van 

. . , ci/ib* _ aft» — 3n>) .. . . ^ 

dexe Iqn afiwqdt J^ ^— -' «jn lal, en dat loo- 

danige l^n door bet middelpoat der ellips gaan aal, als dexe 
koorde of wel b^ — 2bn •* Sn^ = P een maximam is. 

AP 

Baar dan ^ = — 2* — ft» = O gesteld; •» = — |6 
dn 

d^P " 
geeft, terwjgl — ^ =: — 6is, loo biljkt de koorde een maxi- 

mom te i^n, als » = — \b genomen wordt, In dat geval 
beeft men voor de coördinaten der sngpooten |c ± iC{/^3, -^ \b 
en derhalf e voor die van het middelpunt fc, — |6. Brengen w^ 
mitsdien den oorsprong der overigens onveranderde coördinaten naar 
dit punt over, door # = #| 4- |o en y = yi — 1-6 te nemen, 
xoo vinden wij voor de middelpontsvergelgking: 

c*y|* -h bcs^^ 4- A»«4* -^ |6»o» = O, 
derhalve geen vergelijking op 'to^evoegde middellijnen. Hen zal 
xe echter daartoe kannen herleiden, door de rigting der eene coor- 
dinaaCas te w^zigen. Constroeren wij toch de plaats fan bet mid- 
ddpant^ door A6 =: |AB te maken, uit 6 eene lijn 60 te 
trekken // CA en het midden M van AB met C te verinnden» 
dan is blikbaar het anijdingspont O het f erlangde middelpont; 
want MG = AG — AM = |AB — iAB = JAB = |AM en 
A OMG U) A CMA, coodat OG;AC = MG : AM en dos OG 
= {AC is, zoo als behoort. Daar na beide ponten A en B blijk- 
baar ook ponten der eliip zgn, zoo heeft OC de rigting eener 



gitizedby Google 



OPGAVEN. tP. 117 en 118. 17» 

tol OT toegevoegde middell^o^ en w§ sollen slechts OG tot as der 
T hebben te nemen , om den regthoek x^^ nit de vergelijking te 
tien verdfriJDeo« Tot dat einde sobsUtnere men^ /. BUG :=;l « 
gestdd hebbende, 

alswanneer men verkrijgt voor de middelpaoUvergelijking op toe- 
gevoegde middelliJDen: 

2(a« + ó«) —e* "^ c* ~ *• 

CXVIII. T o o B 8 T B 1. 

Door J. H. ScBiFBB. 
TWll maf» t» liree /NMifen P e» Q eener pambofd maUjjnmi^ 
aan deaelve^ die elkander otUmoeten in een punt T, dan ligt kat 
enfpnni der koorde PQ mei de ae der parabool even ver van da 
top ak.de voet der loodl^ TT' uii T op die ae nedergehien. 
Trage naar het bew^e. 

OvoBLosT door J. fl. ScnaFSBi W. van Haabst en J. vin dbbHobvbr. 

OnossiHo van J. H. ScnaFBB. 
Laat y^=zps de vergelqking der parabool tot den top als oor- 
sprong, m en fi^ m' en »' de coördinaten der ponten P en Q 
zgn» dan heeft men voor de vergelijkingen der raaklignen: 
ny = ipia + m), 
itV = ip{s + m/). 
Boor eliminatie van y vindt men: 

IIMi "-• ff» Ti 

«' — n 
De vergelijking der lijn PQ is blijkbaar 

waarin y'= O moet worden gesteld, om de abscis van het sng- 
pont met de hoofdas te verkrijgen , waarvoor gevonden wordt 
^ ^^ mm' — m'ii 
* — n'—n ' 
deze waarde verschilt van die van a alleen in teeken, hetgeen het 
bewigs der stelling oplevert. 

M2 
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CXIX. T o o A 8 T K i. 
Door A. J. NiBDWiRHuis. 
7to«« paaiiievê geioNen te vinden^ zoodanig dai hei vierkant 
tam hei eente opgeteld by hei dubbel van hei tweede gel^h Jty 
aan den iweede-magisworiel uii de eam dier getallen. 

Omilost door W. ylk HAiBST, A. J. Niicwkhbcu , J. D. R. 
HoLL, R. R. LiT en M. J. vin Bdubkh. 

Oplossing van W, tah Haakst, 
Laat de getallen s en y z^n, dan moet volgens de opgave 
jT^-t- 2y = |/(sp + y) of ar* + iAf + 4y« = » + y zijn. 
Door y op te lossen vindt men 

5^-~T~=*= ~"8 "• 

zoodat de teller des laatsten terms een quadraat moet worden ; 

daartoe stellen wq 1 + 16* — 8** = (l + />»)', 

dat is (p«H- 8)j? = 16 — ^, 

2 (8 — p) 

en derhalve x = -^ ^. 

8 +p^ 

Door substitutie heeft men y- = /l, /ZI — - 

(ƒ>« -h 8)« 

_ y4_ 8p«-t- e4p — 512 _ (p^ + 64) (p — 8) 

^"^ *•- 4(8 4- pV ~ 4(« -h p*)» • 

zoodat de voorwaarde, dat beide getallen positief moeten zijn, ons 

noodzaakt p y 2 en ^ 8 of ^ — - 4 te nemen. Alle waarden 

van p, die daaraan voldoen, vgeven positieve waarden voor s en y. 

44 1 2 1 
Zoo heeft men Toor p = 2i, 4, 5, 6 enz. ; * = 57» 3' fj» JJ 

628 13 42 38 ^ ^ n 

'"^* = 3MÖ'36'Ï2Ï'Ï2i'"-''~''' = ""^'^®'~''°'-' 

26 7 10 793 133 465 

' = 33' Tl* 19 ****•' "" y»= 43öê" 484' 1444 '""• 

CXX. VOOBSTIL. 

Door W. Kbelihk. (*) 

Baeehui vond Silenns in elaap bij een vat vol w^ns. JXyf maaki 

mch de gelegenheid ten nuite en drinkt gedurende f van den 

i^d dien Silenue noodig had gehad om het vai alleen uii te 

drinken. Nadat eindel^k Silenue ontwaakt tros, dronk de%e de 

(*) Uit E« Hus I tSammlung von Beispielen und ^tufgahen» 
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_ CF* — CG* + FG* _ o* — b* + »* 
~ 2FG " 2* ' 

i»* -h (a* — b*) 

TOorit AH = Dl = DF + FI = ^\ 12 

2ji 

3s* — (a* — d*) 
en BH = EI = FE - FI = -i iïl /; 

wqders ait A CiD 

CD» — AD» — AG» 
CH = » 

2AD 

_ (CF* + DF* 4- 2DF X FI) — AD* ~ AB.AH 
2AD ^ 

_ a« + ft» — 23«* 
~ Ï2i • 

Wij hebben nn «lecbti in CH* = AH X BH, de waardeii tan 
CH, AH en BH te rabttitueren, om tot de navolgende vergeiqking 
te geraken: 

(a» + b*— 23*»)» = 3e[Ö«* — (o* — ft»)*], 
of 205«* — 46(0* + **)«* + 37(a* + 4*) — 70a*ft» = 0. 
Lonen wq m hieruit op, dan verkrijgen wij: 

23(a«+ ft»)± 12p^r3aft + 7(a*— i*)][3aft— 7(a* — ft*)] 

* = ^ 2Ö5 ■ ' 

en w«^en» ** = AB.BH = li[3«» — (a* — ft»)] 
y* = AB.AH = li[3«* + («* — **)]: 

,=:j/A{_fl8aH-137i«±18H:3a*+7(«i»-4*)][3flft-7(a«-ft«)]), 
205 

Alleen bet negatieve teeLen is tiier geldig , het positieve toch 
behoort blqkbaar bi) het geval dat het vierkant niet buiten^ maar 
bmnenwaarta beschreven ware, waarvan de overweging geheel de- 
zelfde vergel^king oplevert. 

2 9 

Voor a =' i wordt « = ^^^X» « = y = ''^^ "5' ^® ^^' 

hoekige driehoek is alsdan gelijkbeenig. 

cxxvm. V o o 1 8 T 1 1. 

Door W. VAN Haarst. 
Op elk der beenen eena gegeven hoeks is een punt gegeven, 
en om kei hoekpunt als middelpunt heeft men met een vnlle- 
kêWfigen ttraal een cirkel beschreven. Frage naar de lengte 
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êer koorde itetké do tirkol wm de Ujn door A beido jnmien 
bepaald f afrn^di. 

Opgelost door W. tav Haabst, R. B. Lit, J. D. R« Koil , 
N. J. DaoftT, U. WtTTiHfiH en H. G. Sno»« 
O^LOssma van W. var Haarst, 
Laaf, zie Fi|r. 79, P eo Q de gegeven poDteo zijo, zij voorts 
PM = a, QM = * eo /. PHQ = «j trekken wij verder Ilf 
loodregt op de door P eo Q gaande koorde AB en stellen w^ 
AH = BN = », dan is AB = 2x. Na is in driehoek PHQ, 
zooala bekend is, 

_ 2Inh. A PMQ _ ab Sin a 

PQ ~ j/(fli+M — 2aA<7o*«)' 

dos de koorde AB = 2ir = 2y{r^ — MN>) 






(•) 



1^ Aarhbkiiio. Tot de bestaanbaarheid van » wordt gever- 

derd , dat f* > , , ,^ 5-7— — is. 

-- oh Sin a 

wordt s = nul. De lign, welke dan door de ponten P en Q 
gaat| zal eene raakl^n aan den cirkel wezen en het is hierdoor 
gemakkelijk- te bepalen , hoe groot men a en £ op de becnen des 
gegeven' hoeks moet nemen, opdat PQ eene raaklrjn zij. Losseo 
wq b^v. a op» dan vinden wij 

^ 2br^Co9a b^r* _ 

dat is a = Ar X t~-: ^4 "• 

Hier wordt gevorderd dat A ) r is. Daar blijkbaar b met a ver- 
wisseld kan worden, zoo ook r y a, b onbestaanbasr maken. 
De naklQn wordt alzoo onmogeUgk, als een der beide ponten 
binnen den cirkel ligt. Neemt men derhalve op het eene been 
een stuk b ^ r^ dan zal men op het andere been, door de 
gevondene waarde voor a, twee ponten vinden, van welke het 
eene op het verlengde ligt Voor het geval dat A = r is, wordt 

a =: 7; ?= r Sec «p. Neemt men das het pont Q in den 

G08 ei 

omtrek I dan verkrQgt mefi toor a slechts ién waarde» zoodat er 
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dan ook maar ééa raaUgn mogelQlc ia, terw^l a poaitief of ne- 
gatiet f^D zal , naar gelang de gegeven hoek «charp of atomp ia. 
Stelt men in de vergelijking (b) £ = a, dan ia 

aSin» .^ 1/211 — Cosa) 

= '^rr^ = csfï5 = -*"** 

Hierdoor vindt men, hoe lang de gelijke aldkken op de beenen van 
den hoek genomen moeten worden , opdat de l^n die de oiteinden 
verbindt raaktijn zij. 
2^. Stelt men in (a) £ = a, dan wordt 

= 2|/(r* — a^ Co9^ fa)» en ia hierin nog a .1= r , dan ia 
2#=:2f Sin\AAe lengte van de koorde , welke P en Q veree- 
nigt. Door et gelijk aan den middelpantahoek eena regel matigen 
veelhoeka te nemen , zal men voor 2» de zgde dea ingeachreven 
veelhoeka bekomen. 

... , j -* 2r(r — aCwfli) 

S«. Ia in (a) fc = r, dan wordt 2aJ= . .] . — ^—p; — ;, 

waardoor de lengte der koorde gevonden wordt die door den oir- 
kelomtrek van elke Ign a^eaneden wordt, welke men nit het pont 
Qy dat no in den omtrek ligt, door eentg pant van de li^n PK kan 
trekken. Ia hierin m = 90f , loodat CoBm^i O ia , dan wordt 

2r* 

Is = ■■■ g " i \ > <Qi>d^ ^^ lengte van het stok der hypotenaae 

eena regthoekigen driehoeka, dat een cirkel met eene der regthoeka- 
z^en ala atraal beschreven er van afanqdt. 

GXXIX. VooRaTBL. 
Door W. TAN HiiiaT. 
In om ewiêl m» gegwen slnud a^ iwoe hoordm goProUton 
üê eüumdef onder eon gegeven koek endden. Wordt verkmgd 
om uU de lengte van één segment van eene desser koorden en 
dm afstand, dim het sn^punt van het mdddelpani heeft, de 
lengte der hoordm te bepalen^ 

OpoBioar door G. J. 1[atthb8, W* tar Haaast, H. 6. Shokb, 
J. D. IL Hou, R. R. LiT m N. J. Daoat. 

OrioasiRo van C J. ÜATTHia. 
Z^, Fig. 80, MA = r de atraal dea gegeven eirkabi AB = jp 
de eene en CD = y de andere koorde, AE = a het bekende 
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iegment, HE =: J de gegefen afiUDd en L, ^EC = « de gege- 

veo hoek; laten w^ dao oit het middelpODt M de loodlgn MH = A 

op Afi vallen, zoo geeA de driehoek A£1I terstond 

EM* = AH« + AE» — 2AE X AH, 

r> + a* — d^ 
waaniit 2iN = AB = dP = — ^ . . . . (a) 

a 

Dezdfile driehoek AEl geeft 

a» H- (1^ — r* 



2ad 

zoodat A =i£. Sm AEM = ^ y[iaH^ — (a* + rf« — r»)»]; .(b) 

van die loodlqn, waarvan na gebleken is dat de waarde bekeod 
is, willen wij ter bekorting gebraik maken. Laten wij nog de lood- 
lijn ML op CD vallen, zoo is het doidelijk , dat wij y — CD 
:= 2CL = 2^(r* — LM*) gevonden zullen hebben, zoodra «e 
ML in de bekenden zollen kunnen nitdrokken ; maar in A ELI 
is IL =1 £H X SinUM = EM X ^fiCEM, terwijl Z.CEI 
= /.AEK — Z.AEC is. Wij hebben dus 

5mCEH = &'flsAEM.(7o«AEC — Co9 Km . Sin KXJC 

= 5^"' 2i5 ^'•^ 

en y r= 2^^(r* — d^ • Ais^CEM) 

= V{4a»r» — 4o«A»Cos*« — (a> + d« — r^ySin^üt 
4- 2aA (a* ^d^—r^) Sin Ta) 

+ 2tfA (o* 4- rf* — r») 5ifi 2«) 
= V t2«*(2^* —d^) — [2a«rf* - («i + cf * - r»)*](7i»2» 

+ 2aA(a*-hrf»— f»)5iii2«} 

= i|/{2a*[(2r* — d*) — (2A» — rf*)CM2«] 

+ 2flA(a* + d» — f*)&n2«}. . • . (c) 
Voor et = 90°» wanneer de koorden elkander regthoekig snijden, 

wordt y — 2\/{r^ + A* — rf>) (d) 

Voor <l =: r vinden wij , behalve 

jT = a en A = J|/'(4r* — o*), 
y == |/[2r» — {2r* — a*)Cos2« + a Sin2(t \/(/kf^ — o»)] 
_ j^[2r»-(2r*«fl»X^<w*«-^«»*^)+2fliSin«Co«tf^/(4r«-a*)] 
= j/^[a»C?o*»a + (4r>— a»j5i«««-4-2flSfn«Co*a|/(4r»--^*)] 
= a(7os« + iKii«^/'(4r» — a*) : . . . (e) 
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wordt naar behooren de driehoek PQR een pont, want dan is 
PQ = QR = RP = A PQR = 0. 

CXXIIL y o o R 8 T I L. 

Door J. Bissiii. 
Frage naar eéfi driehoek f btjaidten gegeven sy» ie ê(nn van 
iwee van desselfa zijden, de ingesloten hoek, alsmede de straal 
van den ingeschreven cirkel. 

OpftiLosT door W. VAN Haarst, J. Bassan, R. R. Lit, M. G. 
Srobr, J. D. R. Moll, H. Wsttirgh, L. A. H. HAEtooB en 
N. J. Dbost. 

Oplosstug van W. tah Haarst. 
Laat yan den driehoek ABC, zie Fig. 75 , gegeven zijn /_ C, 
ME = r en a + i = m, dan il CE = i(a + 6 — c)= i(w — c), 
terwgl in A CEM nog CE = r C<a HCE =zr Cot \C'n, zoodat 
m — e z=i 2rCot \C en c =z m — 2r Cot \ C. Na is de 
dubbele inbond des driehoeks = r(a -^ b + c) = r[m + c) 
= 2r{m — r Cot ^C) =z ah Sin C, waaroit 
^ 2ir(m — rCot\C) 
Sin C 
Deze waarde fier malen genomen en van (a -|- V^ = m^ afge- 
trokken, lefert het vierkant van het verschil op, en hiervan de 
wortel geoomen en beurtelings opgeteld bij , of afgetrokken van 
{a -^ b) en daarna gehalveerd, geeft do verlangde waardijen: 
. , wfi SinC^^r(m — rCot\C) 

, m«5t«C— 8r(m — fCb<iC) 

* = *-=^*'^ sHTc 

De driehoek kan zeer gemakkelijk door constroctie bepaald worden. 
W^nt nemen wij op het eene been AP van den hoek APB = i (7| 
Pa = m, rigten «ij in P eene loodlijn PQ = r op, en trek- 
ken wij QI // PA en IB // QP, dan is ook Hl = r en das 
HP = r Cot i (7, bijgevolg HO = HP nemende , heeft men AO = m 
— - 2 r Cot \C :=z. c. Beschrijven wij vervolgens met c als straal 
om het pont A als middelpunt een cirkelboog, snijdende het been 
PB in de punten B en B', dan is ook AB = AB' = c, en 
trekken wij eindelijk uit B en B' lijnen BC en B'C', zoodat /. PBC 
= /. PB'C' = L P = K '«'ordt, dan voldoen blijkbaar de* A A ABC 
en AB'C' aan de gestelde voorwaarden. Die driehoeken kannen 
echter onderling niet verschillen, of er zouden voor a en A nog 

H 5 
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aodere waaiden mogel^k zqn dan de geTOBdene, en inderdaad 
valt het niet moeijelijk in te zien dat nj gel^k en ^Blqkvormig 
zijn: behalve (och dat AB' = AB is, hebben wij nog 
>LAB'C'=^AB'B — ^C'B'P = LABB' — ZLATB=Z.BAC 
en L B'AC' = ISO» — ^ AB'P — Z. APB' = I8O0 — L ABB' 
— £, CBP = L ABC. 

CXXIV, V o o B 8 T E u 

Biicir J. BiasAxr. 

AU uit heê middelfnitU eens cirkels , eene /yn tot eeue koorde 

getrokken is^ en dese lijn henevens de stukken waarin gij de 

hoorde verdeelt » gegeven zijn , verlangt men den straal moo door 

eanstructie als door berekening te vinden, 

OroaLosT door W. Tin Hiab8T,.J. Bissab, J. van dbb Hobybb, 
R. R. LiT p J. D. R. HoLL , M. G. Shobb , N. J. Dbost , U A. 
E. Habtogh, e. J. J* &UIRDBB8 en H. Wsttibgh. 
OPLossina van W« var Haabst, 
Zij gegeven, Fig. 76, AC z=: a, BC = i en CM = c. Ver- 
lengen wij dan CM, totdat zij eene middellijn van den cirkel 
wordt, dan ia GE X CF = AC x CB, dat ia, als men den 
straal 9 noemt, {s — CM) (* + CM) =z (s — o) {s + c) 
=: aft, doa s = l/^(^b -|- c'). Rigten wij op het midden van 
AB eene loodlijn DM op en beschrijven wij om het punt C, met 
CM r= e ala straal , een cirkelboog , die de loodl^n in M snijdt, 
dan is dit het middelpunt en AM = BM de straal volgens de 
bekende eigenschap van een gelijkbeenigen driehoek. 

CXX?. YOOBSTIL. 

Door J. Bassan* 
fFordi gevraagd: hoeveel vierkantgetallen van zes c^fers de 
eigensehop hebben^ dat zoowel de beide voorste als de beide 
middelsiB en de beide achterste cgfèrs^ als getallen van twee 
offers beschouwd^ vierkanten zyn. 

Opgelost door 3. Bassab , W« vak Haabst , J. D. R. Holl , 

. R. R. Lit, H. Wbttirgh, J. tab oeb Hobtbb en M.G. Sbobb. 

Oplossibo van 3. Bassak, 

Stel de drie Tierkanten waarin het getal moet lonnen worden 

gesplitst, van de linker- naar de regterhand genomen, s^^y^^z^f 

dan wordt het geheele getal blijkbaar voorgesteld door 

10000^»+ 100 y*+ js», 
en daar nn dit weder een vierkant zijn moet, heeft men 
y» = 2sz. 
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Het is das duidel^k, dat meo mm de folgendf f^orwaardeii 
lebondeu ia: 

(a) y^ moet een eyen getal fijo, 
(h) X en n diepen deelera iraa iy^ te zqn, 
(e) ar'iV* en ji^ moeten opder de drie eijrers blijden» 
(d) s^ mag daarenboven oit niet minder dan twee cgfers be« 
•taan, anders kreeg men een getal ?an niet meer dan 
▼ijf c^fert. 
Daaruit irloeijen Toor y* enkel deze waarden yport: 16,36,64; 
terwijl dan de voorwaarden (6), (e) en (d) slechts de navolgende 
mogelijke waardijen voor x en m opleveren: 
» = 4. 4. 6, 8, 8, ö. 
« = 2, 8, 3. 1, 4, 2. 
waarmede instemmen de zes getallen 

161604, 166464, 363609, 641601. 646416 en 813604. 
Be oneigenlijke waardijen y* = O, jb' =;= O kannen hier niet te 
pas komen , aangezien nt^l geen vierkant is. 

CXXVL V o o X 8 T B L. 
Door J. BissAN. 
Bern vierkant ABDE heeft eene zgde AS met een iriehoel 
ABC gemeen, indien nn gegeven a^n de lengten der ij/fien, 
die uit G naar het midden van de drie overige a^den dee 
vierhmte getrokken ktmnen wordeny vraagt men hei vierkatÊê 
ie b^Mtlen. 

Op«ilost door W. tan Haaist^ J.Bassav, J* vah ub Hoktih, 
B. B. LiT, J. D. R. HoLL en H. Wmiireiii 
Opiossini* van W. yix Haabst. 
Tot z^ne eenvoudigste termen tecuggebragt , loidt het voorstel r 
om de M^de van een vierkant te bepalen, ale de afstanden van 
een punt tot het midden van drie der aijden gegeven a^ Laat» 
Fig. 77, C dat punt en CF = a , CG = i6 en CH = c de 
bedoelde lignen zijn, waarvan men alleen de lengten kent. Stellen 
wïj dan de gezochte vierkantszijde = 22?, en trekken wij HF en 
HG, zoo is derzelver waarde blqkbaar dr^2, terw^l zij nood7.nkc- 
Iqk een regten hoek insluiten. No is in aFHC: 

Coe FHC = Cff> H- HF« - CF> O + 2s> - a> 
2rH.flF 2csy2 ' 

en hl A CH6.* 

CH» + HG» — CG* c» + 2#* — b* 



Co$ CEG = 



2GH.HG ~ 2ejr^ 
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Maar Cos CEG = Cm(90o— FHC) = Sin TRC, 
waarait volgt dat de som der Tierlaoten van (7MFHCeii CasCEG 
gelijk aan de eenheid zijn moet. Dit geefl onmiddellijk de verge- 
lijking: (c*'+ 2»» — a»)« -h (c« + 2*» — b^y =r 8c«*», 
of 8** - 4(a* + A»)*« + (c» — o«)«-h(c«— 6»)« = O. 
Lost men dezeNe op, zoo vindt men 
2jr = ^/ f(a«+&»)±^/((a»+**)*-2[(c»-Hi»)H(c»-fc«)»]} ] 
== y" {(a«+i«)±K4fl*6»-(a»+6«-2ü*)«]} 

alaA=:^^6*-Ljr_ LI gesteld wordt. 

Het blijkt derhalve dat twee vierkanten aan de vraag beant- 
woorden , die tevens gemakkelijk kannen worden gecoostroeerd. 
Men neme daartoe op eene lijn FC = a van F af een stak FL — c, 
rigte iD L eene loodlijn LK op van dezelfde lengte, vereenïge 
¥K{=i ey2), beschrijve ait F met FK als straal en nit G met & 
als straal cirkelbop.en die elkander snijden in H, late uit M eene 
loodlijn MN op FG vallen, dan is 

= Kc«- - CN.) = ^(». - "'-^^r'"'') = i 

Zet men derhalve de lengte h op GF aan weerskanten van C oit, 
en rigt men de loodlijnen IG en I'G' op, snijdende den cirkelboog 
met b als straal beschreven in G en G', dan zijn FG en FG' de 
gezochte lengten , hetgeen men ligtelijk opmaakt oit de beschoa- 
wing der driehoeken FCG en FCG'. 

GXXYII. V o o a 8 T t L. 
Door J. Bassar. 
Op de êchUne M^dê AB ran den regthoekigen èriekoek 
ABC is hei vierkant ABED buiienwaarte beechreten; aoo nm 
mii het regie hoekpum C l^nen CF en GG van gegeven lengte 
tot de overslaande M^de DE getrokken^ deae in drie gel^ke 
deehn verdeelen^ verlangt men den driehoek te bepalen. 

Of OBIOST door W. TIH HaABST , J. TAK DBB HoEVBN, J. BaSSAU, 

J. D. R. Hou. en R. R. Lit. 

OpLossiRft van W. tar Haabst. 
Laten wij ait G, Fig. 78 » de loodlijn GHI ne£r, trekken wi} 
CD en stellen wij BC =:i ir, CA = y, AB = ds, zoodat 
DF =r FG = GE = s is^ zij eindelijk gegeven CF = a en 
GG :^ b. Uit aCFG hebben wij dan 



MN 
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Id dit gefal ligt het anijpant der twee koorden in den omtrek 

en ii de eene AB = a geheel gegeven. Staan z^ bovendien nog 

loodregt op elkander , zoo heeft men wederom » = dO^* en wordt 

y = K4f* - a*) (f) 

Ware cf = O g^even, dan ging daarmede gepaard o ^ r, 
waarvoor dan ook, gel^k behoort , h =: O,. dr =y=2r wordt. 

CXXX. VOOHSTBL. 

Door W. TAN Haakst. 

jQm een driehoek is een andere zoodanig omge8chref)en ^ dai 
de M^den twee aan twee loodregt op elkander «loon. Zijn nu 
de inhouden gegeven van de vier driehoeken , waarin de omge^ 
schretene door de zijden dea ingeschrevenen verdeeld wordi, aoo 
begeert nwn de x^den van beide driehoeken daarin «tl ie 
drukkoHm 

Omblost door W. van Haabst , R. R. Lit en J. D. R. Hou. 
Oplossing van W. van Raarst. 

Zij, Fig. 81, XYZ de ingeschreven, X^HL' de omgeschreven 
driehoek, terwijl wi^ de zigden in de gebruikelijke orde genomen aan- 
duiden door èy y, a en m^^ y\ M^. Laat wijders gegeven zqn 
de drichoeksinhonden XYZ = ƒ, YZZ' = P, ZXX' = Q, 
XYY' = S, zij ter bekorting X'Y'Z ' =: P -^ Q ^ S + 1 =:I\ 
noem eindelijk de segmenten YZ', ZX', XY' respectivelgk m, ffi,p. 
Ran zijn blikbaar de in* en omgeschreven driehoeken gelijkvormig, 
en hnnne inbonden dienvolgens evenredig met de vierkanten der 
overeenkomstige zijden, zoodat «:«'=y:y'=«:«'= i/I : f//', 

ji ƒ/ jf 

waaruit »' =i w |/ j, y' = y ^y , «' = « |/-r-. Daar de drie 

overige driehoeken alle regthoekig z^n, heeft men nog 

2P _2<l _2S 
m = — , n — — , p . 

s y « 

Maar nn heeft elk dezer driehoeken met den ingeschrevenen één 
4ioek gelijk, derhaUe verhouden zich de inhouden als de producten 
der beide igden die den geleken hoek insluiten, dat is: ^ 
jfy:m(y'--fi)==:/:P;y«:n(«'-.p)==/:!2j«j?;p(jr'— m)'=/:5, 
I Substitaeert men in deze evenredigheden de waarden van «', y^, a\ 
«, «, p, zoo geven zij de vergelijkingen : 
«« y» = 2(y« x/lV — 2|^/), y» «* = 2 («« \/IV — 25/), 

s««« = 2(«» \/ir — IPl) (a) 

\aX men de eerste ten opzigte ^an y*, de laatste ten aanzien van 
i869— 1863. N 
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s^ op, en substitueert men de waarden daarvoor gevonden in de 
middelste vergelqkiogy zoo verkrijgt men eene vierdemagtsvergelij- 
king in ar van den tweedemagtsvorm , te weten: 

2{2P + 1)^11' iPIjl' - Q) __ 

• r^Ts — * + r-s -°' 

«elke opgeW, deze waarde Toor s geeOt; 

_ (2P + i)yH' ± u'^Pi' — iPQSi) 

* — ^ r — s ' 

efCDioo viodt men 

_ m + T)\/iv ± v[Pv - kvq st) 
y — K V — p 

_ (2S -h 1)1/^11' ± \/{Pr^ iPQSI) 

* — ^ r — Q 

r 

Door JT, y, s, tuccessivelijk met |^— te vermenigvuldigen, ver- 
krijgt mrn du waardeu van s* y' en m\ 

GLXXL VoOBSTBL. 

Door W. VAR Haabst. 

Om een gegeten driehoek ABC is een gelijks^dige driehoek 
XYZ hesohfeven. Als nu bekend is de verhouding der stukken 
tX en CZ waarin de %gde XZ in hei hoekpunt C verdeeld 
wordt ^ wil men zoo door berekening als door constructie de 
zijde des gelijkzijdigen driehoeks tinden, 

Opgilost door B. R. Lit, W. vak Haabst, J. 1). R. Moll 
en J» ▼411 DfcB Hobvbn. 

Oplossirg van R. R. Lit» 

Daar de driehoek XYZ, Fig. 82, gelijkzijdig moet tijn , zoo ' 
beschrijve mpn op de zijden BC en AC van den gegeven A ABC | 
cirkelsegmenten, die een hoek van 60^ bevatten, vereeoige ver- 
volgens de middelpunten M en N, verdeele de lijn MN in F in j 
de gegeven verhouding (m : n) van CX : GZ, zoodat NF : FM 
= m : fi, trekke de lijn FC en door G loodregt op FC de lijn 
XZy dan zijn derzelver ontmoetingspunten X en Z mét de beide 
cirkelsegmenten twee hoekpunten van den gevraagden gelijlztjdigen 
driehoek, die verder gemakkelijk voltooid wordt. Immers, als men 
nog MD en ME loodregt op XZ laat vallen, dan is blijkbaar 
CX : CZ = DC ; CE z= NF : FM. 

Om de zijde s = XZ in de gegevens uit te drukken , aan- i 
g**nomen dat de zijden B(j c= a, CA ^^^ b, AB = c en dus ' 



gitizedby Google 



OPGAVEN. NO. 130 en 131. 105 

ook de iuhoud I des driehoeks ABC bekend zijn, oierke men op 
dat Z. MCB = Z- NCA =:30o en bijgetolg CM =; {a}/^, CN 
= \b\/^ 18. Dit A MCN heeft men dan: 

MN = ^/(CM« -h CN« — 2CM . CN Coê MCN) 
= K|«* + f** — f ö* Cos (C + 60^)] 
= ^^é(«* -4- ** 4- c« + 4/^3), 
wegen» 2aA Cm (7 = a* + A« — c«, en 2aó &» C = 4/. 
7oor den inhoad van A MCN vindt men: 
A MCN = iCM . CN Sin(C 4- 60^) 
= ifoA {Cos C 1/3 -h Sin C) 
= i|[(«* + *» - c«) ^/'S -h 47]. 

Blijkbaar ia na, daar FM = MN, na eenige subatitutie 

en herleiding 

4 A DEP 4 A MCN 
, = XZ = 2DE = _^=.-^p— 

4 A MCN 



^ ^/(CM«4-FM« — 2CM . FM , CosCMfH) 

_ (m + n)[(a^ + y — c*)^^3 + 47] 

"" K {6 [2mV -h 2n«A« 4- mn (a« + *« — c* — 47^/^3)]} ' 

AlNHEKKlHG VOn W. VAN HlABaT. 

h de gegeven driehoek mede gelijkzijdig, en dus a =: i& =:= c, 

dan wordt * = — 7— s » :• Voegt men daarbij de voor- 

|/(to* + fi* — mn) ® *' 

waarde dat een der hoekpunten van den gege\eu driehoek in het 
midden eener zijde liggen moet, zoo heeft men nog m = n en 
bijgevolg s = 2a. 

Ware daarentegen de gegeven driehoek reglhoekig in C, dan ver- 

. .. ab (»i 4- n) 

Uegen wij » _ ^^^^^^^^ ^ ^2^2 _ «naA ^/3)J' 

Hoeat de regthoekige driehoek met het hoekpunt des regten hoekt 
in bet midden der zijde XZ liggen, dan hadden wij, aangezien 
aladaa tn ^iz n zon zijn, 

_ 2ab 

' ~ P^[3(a* + b^ -^ ab 1/3)]* 
en bgaldien de regthoekige driehoek daarenboven gelijkbeeoig of 
a =1 b ondersteld wordt: 

N 2 
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CXXXIl. V o o » S T 1 L. 
Door W. VAR Haabst. 

Om een gegeven driehoek kan men een oneindig aani^ ge- 
i^kz^dige driehoeken beai^jven. Frage naar de meeikunstige 
plaats Dan de toppen dier driehoeken. 

Opgilost door C. J. MiTTHiê en W. vak Haamt. 
Oplo68Iii« van C. J. Mattbbs. 

Dii vraagstal komt, xie Fig. 82 fan hel vorige voorstel, een 
voadig hierop neder: de meetkumiige plaaiê te vindon der top- 
ptmten van driehoeken die alle de basis AB = c gemeen en 
een tophoek van 60« hebben. Het ligt voor de hand, dat men 
gcvocgelijkgl het midden O van AB , zie Fig. 83, lot oorsprong 
van reglhoekige coördinaten, en AB «elve tol abscisscnas aanneem». 
Zij nu P een punt dat aan de voorwaarde voldoet, zoodat /^ APB 
= 60® is, laat dan uit P eene loodlijn PQ op AB neêr,'ioo 
heeft men 'oQ = « en PQ = y, en de vergelijking der meet- 
konstigc plaats wordt terstond' verkregen door uit te drukken dat 
L APQ H" L QPB = ÖOo is. mitsdien Sin (APQ + QPB) 
= Co» 30® = «nAPQ X Cos QPB + Co» APQ X AnQPB, 

of |[(^* 4- y* + i^^f - ^'•'] = ^'y*' 

waaruit, door den wortel Ie trekken; 

«* 4- y* - ic« = kcyi^S 
a.» 4- y« - icy|/3 = ic« 

** 4- (y - è^l/3) = i^* 4- iV^* = ï^*- 

Het blijkt derhalve dat de gevraagde meetkunslige plaats een 

cirkel is met den straal jCU^i beschreven, de coördinaten van 

welks middelpunt rijn s, = O, y^ = ie^Sf geen andere das 

dan de omgeschreven cirkel om den gel^kM^digen driehoek op de 

basis AB. 

CXXXHI. Voorstel. 
Door W. vah Haaist. 
In een gel^knjdigen driehoek is een willekeurige driehoek 
beschreven. Als nu de inhouden der vier driehoeken gegeven 
K^n, waarin de eerstgenoemde door de M^den des laaistgemelden 
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verdeeld wordt f verlangt men de s^den van al de se driehoeken 
te bepalen, 

Okilost door W. vas Haaist, R. R. Lit en J. D. R. Hou. 

Oplossihg van W. van Raakst. 
Laat (rei?,even lijn , t\e Fig. 84 , deo iohoud van den ingfac-breven 
dfiehoek XYZ = ƒ, dien vao A X'YZ z= /*, van A Y'ZX = Q 
eo van A Z'XT =: ^^ zij vcwrfs de zijde des gel ijk zijd i gen drie- 
höeka X'Y'Z' = jp', het atnk X'l=xp, Y'X =r r en Z'X = /, 
dan ia ZY' = *' -; p, XZ' ±: s' — r , YX' z=x' —t. Volgena 
eene bekende wijze om den inbond eens driehoeks in twee der 
zijden efi den ingesloten hoek oil te drukken, hebben wij de 
▼olgende vier vergelijkingen! 

ip{x'^t)StneO''=zP, \v{x'-^p) Sineoo = Q, 
it(x' ^v)Sin60o = S 
en Js'« Sm eO° = iP + I? + -S ^ / = 7', 

waarait, daar 5tn60® = i|/3 is, deze vier volgen: 

p(M'^i) = IP^3, v{s'^p)=^iQi^;i, /(«'^ v) = %Siy^ 
is'WS = P + Q ^ S + l— r. 

Na geèfl de derde dezer vergelijkingen v =zx' — , en door 

. » 1 , ^Pi/9 . , , 

01 1 de eerste de waarde van p = -r m de tweede Ie 

^ 3(#' — O 

schri|ven, vindt meti geniakkelt)k v = ^^. ^^» _ ^\ _ ^p^y ^' 

dat wij door gelijkstelling hebben : 

4(s^ — <)gl/3 _, , 45p^3 
S;r'(»' — <)~.4P|/3 "* * 3< ' 

of na herleiding en ontwikkeling; 

(««'«— 4 <?^/3) l« + [4 (P + O -- S) px3 - 3ic'«] *'/ 
+ 4(*'VS— 4P)5 = 0, 

«•annt men t oploneode, verkrijgl: 

_ (/-t- 2S)i^r ± i^(i*I' — 4PQS) 

*- f^r — Q)t^3 

Gthed op dexcirde w^ze Tindt men: 

_ (/ -H 2P)yI' ± y^jnr — iPQS) 
P — U' — S) D-'S 

en aii de bekende wnarde Tan m' en t, , 

N S 
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en 

A{Bfi^ — B^C^) -h A^ (B^C — BC^) + ^jCiBC, — B^q = P. 

MOO tê P Z=Z -. 

P 

Onklost iloor R. Lobatto, W. van Haabit en R« R. Lit. 

OrLOMiHft van R. Lobatto. 

De waarden der coëfficiënten ^, By C. , . kunnen gemakkelijk 

verkregen worden. Men sobstitacre te dien einde in de nitdruk- 

kiogen voor jr, y, s de waarden vau t, «, v die gegeven lijn, 

dan ontstaan biernit de navolgende betrekkingen : 

Aa ^- Ba^ 4- CWj = 1| 

Ab 4- iBi&, 4- Ci&j = O? (a) 

Ac + Bc^ -H Cc^ = O' 
^,A -h iB|A| + C,*j = Ij 
^ic -h iff,c, + C|C, = Or (b) 

^,a -h B^a^ + C,a, = o[ (e) 

^^b + i5,A, + C,ó, = o' 
uit welk negental vergelijkingen de waarden der coëfficiënten ^, 
By C. in Fanctie der coëfficiënten a, ft, c..., en zoo ook 
omgekeerd deze lautste in functie der eersle kunnen worden afge- 
leid* Daartoe vindt men gemakkelijk met behulp vnn htt stelsel 
(a) de evenredigheid 

{A, B,C):: (ft,c, — ftjC^, b^c — Ac,, 6c, — ft,c), 
en hieruit, volgens eene bekende eigenschap dor evenredigheifcn, 
^«-|-jBflj4-Ca,:fl(6|C,— 6,C|)-f-a,{ft,c — Ac,)-|-c,(6C| — b^c) 

= A : 6,c, — ftjC^, 
of wel 

l : p = A: ft|C, — 6,C| =r ^ : A,c — bc^ =: C : bc^ — b^c. 
Derhalve 

ji =z **^-ZL^lfi B = ^>^ '^ ^« ^ — ^1 "^ ^1^ 
^ ' P ' P ' 

Evenzoo geven de stelsels (b), (c)^ door eene onderlinge verwissclinf^ 
van letters , 

-^t — 9 ''t — > ^1 — » 

P P P 

^» - - 7-—' *« - —7—' ^* - — r~ 

N 4 
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* 

Daar OQ de coëfiSctenlen a, b^ o. . . op geligke wijse mn de 
coëfüeienten it, B, €• , , afhaDgcn , als deze laatf te van de eerste, 
100 heeft men tevens de navolgende oitkomsten, 

BiC^ — B^Ci _ B^C'^^BC^ BCf ^BiC 

• = — p — . *= — p — ^. «= — p — 

•i — p 1*1= p ^.ö, _ » 

A^B^^-A^Bi . jj^B'^' AB\ AB^^-^ A^B 
•i — p . *« — p > c\ = p • 

Wgden heeft men nog de navolgende betrekkingen: 

(flc, — «j«)* +•(*<?, — 6,c)y = c^i — o», 

waarvoor men, op grond der voorgaande uitkomsten, ook schre- 
ven kan pifii* — By) z=, c^t — er, 
p{Ay -^ A^x) = c,i» — c^u. 
Lost men hieruit de waarde van s op, dan ziet men gemakke- 
l^k in dat de daarin voorkomende coëfficiënt van i zal nitgedrokt 
worden door 

c^A 
p{AB^ - A.BY 
welke break, ingevolge de hiervoren gevonden waarde van o, her- 

A 

leid wordt tot •---• Daar echter de coëfficiënt van t in de waaide 

Pp 
van 9 door A voorgesteld is, volgt hiemit onmiddelqk 

P« = 1 of P = i. 
P 

CXXXV. VOOHSPBL. 

Door D. VAK Laukkrbn Matthbs» 
De meetkuiuiige plaaU te vinden van de gwaarUfmnten der 
driehoeken die op oene Melfdè hatie etaan en gel^ke tophoeken 
hebben, 

Ofgilost door W. van Haabst, O. van Lankhbn Matthbs, 
J. VAN DBR HoBVBN, L. A. H. Hartogu 61» M. Q. Snobr. 
Oplossino van W. van Haarst. 
De meetkonstige plaats van de toppunten van alle driehoeken, 
die dezelfde basis en gelijke tophoeken hebben, is de oibgeschre* 
ven cirkel. Stellen wij das, dat (Fig. 85) BC =: 2a de basis en 
B de straal des omgeschreven cirkels zij, dan zal, BC tot abs- 
cissen-as en haar midden O tot oorsprong aangenomen ^ 
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« 

de vergel^king vao dien cirkel aJD. 

Dewijl QQ bet zwaartepunt P| van den driehoek BPG op één 

derde Tan deszelfa hoogte ligt, moet, als wij de coördinaten Tan 

dat pont S|, yi noemen, s =: 34r, en y nr 3yi zijn. De 

vergel^king van de meetkanatige plaats dier ponten wordt alzoo 

ÖJ?!* -f- {*yi — K^* — «*))* = R*, en ia derhalve mede 

a 
een cirkel. Ware de tophoek = <P gegeven, dan zoo R =: 

a^({ ^ Sin^é) 
en dos il» — a* = ^ ^. ,^ — -^ = a*Cb<*<t zijn, zoodat 

men dan voor de gevondene vergelijking had: 

'i* + (yi — iaCoi^y = Ja^Cowo»^. 
Trekt men den straal BM, dan is hoek MBO = QO^* — $. Door 
BE = fa te nemen en de loodl^n DE te laten vallen, wordt 
dan DE = \aCot(P en BD =r ^CoêêCiP, Men kan voorts 
Om =: DE maken, en om m als middelpunt, met BD ala straal, 
den cirkel beschrijven. Mei dezen cirkel heeft hetzelfde plaats als 
met den omgeschre venen. Evenals de laatste tevens de toppen 
bevat van de driehoeken, wier tophoeken het supplement van den 
gegeven boek zijn, zoo ook liggen de zwaartepunten van deze drie- 
hoeken mede aan den omtrek van den gevonden cirkel. De gege- 
vene basis verdeelt beide cirkels juist in de onderscheiden deelen. 
CXXXVI. V o o B s T 1 L. 
Door D. vau LARKBaEH Matthbs. 

Zonder hulp van differenUaatrekening te bepaUn, op welke 
geographüohe breedte op aarde kei vereckil iusecken de geo* 
graipkiecke en geocentriecke breedten ket grootst is, 

OroBLosT door D. vin LARKEain Matthxs, W. tan Haaist en 

J. TAÜ DIB HOBTBN. 

Oplossibo van D. var Lanbkbbn Hatthbs. 
Zij (Fig. 86) APB het meridiaan -qaadrant van eene plaats P; 
OB de halve middellijn van den aeqoator = a; OA de halve 
kleine as •= b, Zr) PQ de normaal , dan is L PQB ^^ geographi- 
lehe en ^ POB de geocentrische breedte ; stellen wij £. PQB = fi, 
^POB = y en iLOPQ = $, dan heeft men: 

zood/it het verschil is van de geographische en geocentrische breed- 
ten. De betrekkelijke grootte der afplatting ==: a stellende, heeft 

N 5 
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b b* 

men: -=1 — »en-r =:(! — «)*• 

a a' 

Na is PC = OC Tangr = QC Tangfi, 

b^ 
of daar QC = saboormaal = ~ OC i« (*) , 

b^ 
OC Tang y = ~ OC x Tangfi 

b* 
en Tan^r = -^ToHgP. 

Verder heeft .neo Ta^ y = -^^^Z^^, 

derhaUe '^,Tangfi= ^"^^^f^^, 

«* ^^ 1 + rofi^p Tang(p' 

b* 

of korheidahalve --- = m atellende: 

^^ 1 + TangfiTang0' 

TangP = ^-'" ± Kl-^i-^^ - -1 

(l — m)* 
De grootste waarde van maakt de breuk r^-i ;= i-r tot de 

kleinst mogelijkti, de vraaoj jg <]ug welke de kleinste waarde is, 
die deze breuk hebben kan. Daar deze intnsschen niet kleiner zijn 

kan dan — , zoo is het duidelijk dat men voor de kh^inste waarde 
heeft (1 — m)* _ 1 

waaruit volgt Tang0 = ^ — ""» > 

I ml l 

terwijl alsdan Tangfi = --— = = word f. 

^ 2ifi Tang y^m l — « 

Stelt men at = , dan vindt men 

^ = 46« 6' 45' 
en <p = 11' 80'. 

AiRMKBKiHG. Daar Tang^ = — — = r en Tangy=^ Tangfi=:'-^ 
is, zoo is L OAB = p en Z-OBA = y. ' 

(*) Zie AB GiLDBE*s Hoogere Meetkunst ^ biz. 122, f 103. 
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Oplossing van W. vin Haarst. 

Zïjy Pig- ^f ^ ^^^ middelpant, A. de pool eo AOB een 
meridiaariTlak der aarde, voorts P eeo willekearig |iDot in die 
meridiaan. Trekken w^ dan OP en de normaal PQ, dan is 
PQB zr |3 de ware of geographische , POB = 7 de geocentrische 
breedte van het pant P, zoodat hoek OPQ = ^ — 7 haar ver- 
schil is. Nemen wq dan voor de middelpantsvergelijking van ge- 

noemde meridiaan y^ =: — (a'—- s*), dan is de vergelijking 
a 

van de normaal van het puni P, welks coördinaten door m, n 

a*n 
aitgedrokt worden, y — n :z2 -r-r— (s — m) en dan is dos 

Tang fi = -r — . Na is de vergelgkini^ van de lijn die door het 
b^m 

n n 

iniddelpant en het pant P gaat, y = _« en das Tang 7 = — , 

coodat wij vinden 

Tana(e v>- Tang fi^ Tang r _ {a^-b^)mn ' 

9\P r) — ^^ xang ^ Tang y ~ aH^ + b^m^' 

a^^b* 
of wel , daar a*b* = a*n* 4- b^m^, — rn— X mn = TBmg(p — y). 

Hiemit bl^kt dat het bedoelde verschil een maiimam zijn zal, 

als nm het wordt. Muar na is n* = -5- («* — •»•), dus 

a 

fftM = — 1/(0* — m*). Zoodat wij na slechts hebben te onder- 
zoeken, voor welke waarde van m de nitdrukking m |/(a* ^ m*) 
een maximom wordt. Deze waarde blijkt geheel onafhankelijk te 
z^o van de kleine as der elKps , en zal derhalve evenzeer verkregen 
worden I als wij voor de ellips een cirkel nemen met den straal a. 
Zg dan OC = m, zoo is CP^ = 1^(0* — *»*). Noemen wij nu 
hoek COP| = i)r , dan kannen wij schrijven 

m = fl Cosif en CPj = |/(a* — m^) =z a 5s» + 
en m i/(a^ ^ m*) = a* Sin ^ Co9^ = \a^ Sin 2+, 
hetwelk blijkbaar een maximom is voor 2^ = 90^ of 4^ = 45^, 
alswanneer m zzz aCoê^ = aCas 45^ = iay2 is 
b 

Daardoor wordt Tang (5 = -, enz. 

b 
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C&XXVII. y o o 1 8 T E L. 

Door D. VAN LiiiKBKiN Mattbbs. 

De afmetingen eener kuip ie bepalen van gegeven inhoud^ 
die de gedaante heeft van een a/geknoiien regten cirkehormi- 
gen kegels ais de helUngnhoek van den mjwand op het grmid- 
vlak mede gegeven , en bovendien de voorwaarde geeteld is dai 
de geheele oppervlakte moo klein mogel^k s^n moet, 

Omilost door D. taii LijiKBRtn Matthbs, W. var Haaist, J. 

TAN DBI HOBVBR 6» R. R. LiT. 

Oplossing van D. van Lankbrbn Matthbs. 
Zij, Fig. 87, ABCD de doorsoede van de kaip^ laat gegeven 
zijo deo ioboud = i en /.BCD = ct-y laat M het middelpant 
van den bodem zijn, en stellen wij MC =r s, de hoogie HE = y^ 
BE = r, BC =: a, de geheele oppervlakte = 0^ dan is 

O = **«■ + «r(* -+- r) (a) 

Na is r = EF + FB = « + y CotB = ar — y Cota. , (b) 

*" '=-sL ^"^ 

Deze waarden van r en a in ver^» (a) stellende, verkrijgt men: 

O = s^9r + —-(2* — y Cot «) 
otna 

of O = ;r»T + -^ ^— (d) 

Stna Sin» 

«»— r» 

Verder is ƒ =: Iwy X ' — •, 

X — r 

of als men de waarde van r nit verg» (b) hierin overbrengt : 

3/ 

waaruit volgt; (« — y Cota)* = »* — — = . . . . . (e) 

9r lang et 

Vergelijking (d) kan men tot dezen vorm herleiden: 

O = -;r^ U^Cos » + 2sy Cot et — y^Cot *«) 
Cos et ^ ^ ^ -» 

= -^ f 2«>Cm* ^rt — (a? — y Cot ety } . 
Co8 a^ 

llierin vergelijking (e) overbrengende verkrijgt mens 

Ten einde nn te onderzoeken welke waarde x zal moeten heb- 
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beo, opdat / een minimain worde, differentiëren wij deien laatsten 
vorm, na eerst kortheidshalve 

2Co8^ i» = a 

3/ _ , 

en — = =z b 

sr Tanga 

gesteld te hebben , alswanneer w^ verkrijgen : 

— — ^^f '^ ] 

ds ~ Cawal^ ^(»» —b)\ * 

Stellen wij deze «aarde c= O, dan verkrijgen wij: 

^(»» - b) 

Daar s niet = O kan zijn, aangezien dan de vorm der knip 
een kegel zoo worden , konnen wij door s deelen , zoodat wij 

hebben o — j- =; O, 

. . b 

waaroit volgt: se = a |^— r r. 

a' -^ 1 

Daar deze waarde van s het tweede differentiaalqaotiënt positief 
aiaakt, zoo wordt O er door tot een minimom. Stellen wij de waar- 
den van a en i6 weder in de laatste vergelijking, zoo wordt zij: 

of na herleiding : 

_ 12JCas^ict 

* ~ T Tang i a(^Co$^ i cb^ 2608^ i x^ \y ^^^ 
Uit vergelgkhig (e) volgt 

ff Coia = X — |K(«» — b) 

b b b 

= ^''-''^-'^^ .TangJLi.^iy 

3/ 

dos y = Sm«l>^— tttt—s 

* vTangct(8Coê^ia — \) 

Deelen wij deze vergelijking op verg. (f)/ dan vinden wij 

* = y Co* i «, 

zoodat de lijn CE den hoek 'MCB middendoordeelt. 

Stellen wij a = 90^, dan wordt de knip een cylinder en men 

heeft: * = y = ]^-. 
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CXXXVIIÏ. V o o B 8 T 1 L. 

Door A. J. NicüwiNBvis. 
Als men van een driehoek de haeis verlengt ter dubbele lengte^ 
vraagt men uit het daardoor verkregen puni eene l^n te trek- 
ken ^ die -de van den driehoek afen^dt, 
n 

Opgelost door A. J. NfisDWüfHuis» W. van Uaabst, J. van dbb 
Hoeven, R. R. Lit, J. D. R. Moll, M. G. Snobb en N. J. Dbost. 
Oplossing van A. J. Nibdwenhois. 
Zij, in Fig.88, ABC de gegeveo driehoek; BD = AB, en DEF 

de lijoy die van den dxiehoek -^ deel Damelijk den driehoek GEF 

afsnijdt. Dan is blijkbaar, als men ail A de lijn AG // FED trekt, 
A ABG ^ A DBE en bijgevolg BG = BE, zooHat, als mi^n 
CE = * sielt, CG = BC -h BG = BC -h BE = 2BC — CE 
= 2a — s wordt. De gelijkvormige driehoeken CEF en CGA. 

geven voortó CG : CA = CE : CF = •- — —. Maar A CEF 

2a — a; 

heeft met A ABC een hoek C gemeen, weshalve men tevens 

hebben zal 

A CEF : A ABC = CE x CF : AC X BC, 

bs* 
dat is 1 :.n = : ab. 



waaruit 



2a — s 
nof^ 



2a — s 

en :f* -h - jr = 0. 

n n 

Lost men deze vierkantsvergelijking op , wo vindt men 

' = è""^"" ^ '-^ ^^^ ■*■ ^^'^' 
Het bovenste teeken [last alleen bij de vraag; hei onderste be- 
antwoordt eene andere en geeft een negatieven driehoek, die be- 
halve door de lijn uit het pont D getrokken, door het verlengde 
der lijden BC en AC begrensd wordt, te welen in onze figuur , 
waar n = 3 genomen is, A CE'F'. 

CXKXIX. VooBs tel. 
Door J. D. R. Moll. 
Een punt op de baeis Al) van een gegeven regthoek ABCD 
te bepalen zoodanig, dat eene l^n EFG uit dü punt naar kei 
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verlengde van DC getrokken, eene gegeven lengte e hehbe ^ en 
dëi tevens Inh. regth. A FCG = Inh. Trap. ABFE %ij. 

Opgelost door J. B. R. Moll, J. tar Haamt, J. vah dis 
HoBVBR, R. R. LiT en N. J. Deost. 

Oplossing van J. D. R. Moll. 
Laat E, Fig. 89, het begeerde pont zgn, dan moet volgens 
de voorwaarde A FCG = Trap. AÜFË zijn, waaruit volgt, door 
er Trap. CFED bij op te tellen. A DGË = Regth. ABCD. Zij 
ott^AD = ir, GD = £, EG = c en stel DE = ar, dan heeft 
men 2DE X DG = 4AD X CD = 4aA, 

terwijl DE> -h DG* = EG* = c« is. 

Door optelling en aftrekking vindt men derhalve, na den wortel 
getrokken te hebben: 

DG 4- DE = v/{c^ -h iab) 
DG — DE = |/(c*— 4aA), 
bijgevolg : DE = * = k ( ^^(c« + kab) — j/(c« — ^b) } , 

welke waardij tevens eene eenvoudige constructie aan de hand doet. 

CXL. VOOESTBL. 

Door C. J. MATTess. 

Fira^e naar de meetkunetige plaats van de middelpunten der 
cirkels f ingeschreven in driehoeken, die de basis gemeen en 
gcl^ke tophoeken hebben. 

Opgelost door W. vak Haarst, C. J/ Mattubs, J. var dee 
HoBVBir, R. R. LiT, N. J. Deost, L. A. H. Haetogh en M. G. 

SlOBE. 

Oplossing van W. van Haaest. 
^^ j ^>g* 90 , de bsTsis AB = 2a de as der X, C het midden 
dier lijn de oorsprong der ^coördinaten, en APB =i 4^ de ge- 
geven tophoek. Beschrijven wij dan den omgeschreven cirkel, zoo 
is deze de meetkunstige plaats van de toppen van alle driehoeken, 
die deze basis en dezen tophoek hebben. Zij voorts P| het middel- 
punt des ingeschreven cirkeld, dan is NP|:=dr, P|Q=y=r 
en MN = CM — y = i/(R^ — a*) — y. Voorts is MP, de 
afstand van de middelponten jder om- en ingeschreven cii kels en 
dos, sooals bekend is, 

MPi =i/R{R^ 2r) = i/R{R — 2y). . . (a) 
In deo regtboekigen driehoek MNP| is dan MN' + NP^* = HP^^, 
derhalve j?> -f-y«+ 2 f « — \/{R^^ a»)} y = a«. De gevraagde' 

meetkonstige plaats is dos een cirkel. Daar R = --: — .. is. kun- 

Stn^ * 
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nen «q de geronden vergelijkiiig ook tchrq*en: 

of, daar 

1 . i—Co8Ó 

s^ +'y^ 4- 2ay Tang i<p=^ a' of, vat op hetzelfde neerkomt , 
s« + (y + a Tang i0y = a* Sec^ i0. 
• Trekt men nu AM|, dan worden de hoeken APM| en BAM| 
beide door de helft van den boog AB gemeten en zijn dos gelijk, 
fin dewijl hoek APMj = i0 is, hebben wij óok hoek BAMj = i0, 
Ed daar AG= a is, zoo wordt dan GM| = a Tang ^ en AM| 
= a Sec i0. Het blijkt alzoo, dat het middelpunt Yan den 
geTonden cirkel op den omtrek des omgeschrevenen ligt en AN, de 
straal is, zoodat hij na getrokken kan worden. - 

De gevonden cirkel bevat echter meer dan gevraagd is, want 
h^ bevat tevens de middelpunten der aangeschreven cirkels. Om 
zich daarvan te overtuigen, behoeft men slechts y negatief te 
nemen, waardoor in dat geval, als wij den straal van eenigen 
aangeschreven cirkel / noemen, de vergelijking (a) overgaat in 
MPj = l^R {R + 27} en alsnu den afttand uitdrukt van de 
om- en aangeschreven cirkels. De basis 'scheidt de onderscheiden 
deelen van elkander. 

CKLI. VooasTBL. 

Door R. LoBATTo. 

Zonder integraalrekening de inhouden te bepalen van de beide 

deelen, icaarin een regie cirkelvormige cylinder verdeeld wordt 

door een pUu vlak, dat het boven^ en grondvlak elk volgens eene 

gegeven koorde sn^dt. 

OreiLosT door R. Lobatto, W. van Haarst, en R. R. Lit. 

Oplossino van R. Lobatto. 
Beschouwen wij in de eerste plaats een cylinder (BCXC'B'K', 
XZZ'X'), zie Fig. 91, gesneden door een vlak, gaande door 
eene koorde (BB', A) van het grondvlak , en eenig punt Z 
▼an den omtrek des bovenvlaks, en ntellen wij ons voor den 
inhoud te bepalen van een der deelen waarin de cylinder door 
dat snijdende vlak verdeeld wordt. Zij r de slraal des cy linde ra, 
a de afstand AO waarop de koorde (BB', A) uit het middel punt 
O verwijderd is, en ^ de hoek waaronder het gemelde vlak op 
het grondvlak helt. Onze handelwijze ter bepaling der cubafuiir 
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fan het stok AZX is gegrond op eene niet onbekende stelling, dat 
namelqk de iohood Tan elk afgeknot willekenrig prisma gevonden 
vordt door het grondvlak te vermenigvoldigen met de lengte der 
loodl^D oit bet zwaartepnnt des bovenvlaks op bet grondvlak neer- 
gelaten. (*) Het te bepalen ligchaam laat zich blijkbaar beschonwen 
als een afgeknot prisma tot grondvlak hebbende hbt cirkelsegment 
BBI welks inbond = l zij. Is GG' de loodlijn nit het zwaar- 
tepunt G der elliptische doorsnede op het grondvlak neergelaten, 
dan is de projectie G'^ zooals bekend is, tevens het zwaartepunt 
van dat segment. Stellende dan den afstand G'0 van dit laatste 
pont tot bet middelpunt O = «, dan volgt nit de figanr 

GG' = (a + a) Tang}^. 
Derhalve heeft men voor het begeerde volamen 

F = {a + m) I Tang i. 

Nn is / = r^B . Coi — - + ai/{f^ — o*), en wijdersj volgens 
de bekende ligging van het zwaartepnnt eens cirkelsegments , 

Derhalve 

of f^ = i|(2r» + i«)>/(»« — a«)+ iaf^B . Coê—lTiÊng}^. 

Sneden w^ thans den cylinder door een vlak evenwijdig aan het 
grondvlak op een' afetand 00' = A, waardoor de elliptische door- 
snede weder gesneden wordt volgens de koorde (CC', D) gelegen pp 
den afstand CD = b nit het middelpunt O'. Het volamen F' 
van het ligchaam ADTX is klaarblijkelijk gelijk aan het verschil 
der inbonden AZX en DZT. De eerste is reeds hiervoren ge* 
vonden , de laatste laat zich daaruit afleiden door verandering van 
a in — b^ uithoofde OA en 0'D in tegengestelde rigting geteld 



(*) Zie het betooj^ deser stelling onder anderen in onxe in 1867 uit- 
gegeveoe VêtMamêling van vraagttuliktn têr oefening in dê toepasnng 
der yrwêdêH van dê Statica en Bydrostatica, blads. 157« 

(**) Ook doie bepaling kan Konder behulp der integraal-rekening 
letehiedeo, door het tegment te beschouwen als het verschil tussohen 
een eirkelseotor en een geljjkbeenigen driehoek. 

1868—1863. O 
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worden. Men heeft alzoo 



'"=!(^V-'>-(^V-") 



+ af^B.Coê — - -H brW . Ca 

r 



*|ifaw«. 



of omdat Ikng i = 



a + b 



— a b) 

+ Sf^aB . Cos-y + bB . Co8-\. 

Ligt de koorde (CC'i D) aan de andere zgde van het middel- 
pimt, dan verandert b van teeken, en men verkrggt voordat geval 

F' = f -^: |(2fa + «•) |/(r« - ö») - (2r» + 6«)|/(r»— 6>) 
•— o I 

+ ir^(aB . <7o*.Ili — ftJ7 . Coa— M . 

Het overige gedeelte F' van den inbond des cylinders wordt 
onmiddelqk oit de voorgaande uitlomat afgeleid, door alechta a en 
b gelijktgdig van teeken te doen veranderen, waardoor men verkrijgt 

/^ = f .j-^ {{2f^+' i«) Kr* - A«) - (2f« H- a*) K,a_ a«) 

+ 3f^(aj5. Coa^ — bB . {7oa-)[. 

Heo «al vinden 9 looala behoort, F' H- F* = «• f*A. 
Bevat het snijdende vlak eene middellijn des bovenvlaksy dan wordt 
' 5 =: O en dns 

hetgeen met de door den Heer vm dbr Bibo *) verkregeD uit- 
komsten overeenstemt. 

Ebbstb Oflosbiro ran W. var Haabst. 
Laat men, zie dezelfde Fig« 91, door het pont O' waar de as 
het gegeven doorsnijdingsvlak snijdt een vlak ÜU' gaan, evenwijdig 
met het grondvlak des cylinders, zoo wordt daardoor her te be- 
palen ligchaam in twee stokken , een bovenstuk 0'BTO = P en 
een onderstnk AOTX = Q verdeeld. Brengt men vervolgens een 



*) Zie Jrchiê/, Tweede Deel, hl. 7. 
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▼ertïcaal vlak door de koorde (CC, D), zoo snijdt dit Tan P een 
regteo cylinder P' af p waaryan het cirkelseRment CXC' het grond- 
vlak en DE de hoogte ia. Twee verticale vlakken nog evenvqdig 
aan XX' door G en G' gebragt, snijden van het resteerende aan 
weerskanten twee aymmetrieke ligchamen P|' en P/ af, waarvan 
het eene begrensd is door den driehoek (HC, O'ED)^ het halve 
eirkelsegment (HFG, O'E), het snijdingsvlak 0'D en een gedeelte 
(FC| 0'D) van den mantel des cylinders. Josschen in blijft dan 
nog een regt prisma P'" voor, dat tot grondvlak den driehoek 
(HG, O'ED) en tot hoogte de koorde (CC^ D) heeft Gemakkel^k 
vindt men de inbonden van P' en P"\ te weten: 
P' = DE X segm. CXC' 

P"* 2= CC' X A OTED 

» 
loodat P'+P'"= -^^ B . <7o»5. 

Ten einde het stak P^^ te meten, denken we er eene door^» 
snede / in, evenwqdig aan het vhk (PC, O'ED) op een afstand 
daarvan gelijk s en trachten den inhoud dier doorsnede in eene 
functie van s nit te drokken. Blqkbaar is het wederom een drie* 
hoek gelgkvormig aan A O'ED, zoodat wij hebben: 

waaruit ƒ = _-^ [*»- ap|/(r«-i«)- *«]; 

eo, aangezien dit eene rationale tweedemagts*fonctie van ar is, kan 
oien hier ter bepaling van P^' gebrnik maken van de door Lo* 
BATTo in Ferh. 2^ deel, .3^* stokje opgegeveoe, en aldaar zonder 
integraal-rekening bewezene formule F =z ^ H{B -|- 6 -f. 41f). 
Wij hebben hier 

' ir = IIF=:r~K^-i.),B = 0,G=^. 
[J«— HF^/Cr' — i«) - JHF«] 



~2(a+A) 

O 2 
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biiserolt P>^'=^P^' = g^-j-j [2i*-{2r»+i«)i/(r«-4»)]. 

DerbaWe i« P = P' + P/ + P,' + P"' 

= — -^: [21* - 12«« + 1^ Ki*-A») + 8f«* « . C«t -) . 
3(a + ft)l rf 

Om Toort» Q te bepalen, merke nen op, dat men den inbond 
VM bet *tnk 0'AXI]' =: T moet verkrijgen, door in de voor 
P gevonden «aarde eenvondig « met i te Terwitaelen, en dat dao 
Q = XUÜ'X' — 7 zqn al. Dewijl dos 

T =1 — i— - J2r»--(2r*+a«) K»*— a») + if*aB. Coi-\ 

0(11 + ») ^ ^^ 

en XUU'X' = r i«f vindt men 

=5^j{-2i*+(2f*+a^)|/^(t^-a«)+3i^aB. C7a.-^} 

TwuoB OpLoniRft va» W. t4N Haaest* 
Breiden wig den cylinder zoo ver nit dat de doorsnede eene ge- 
boete ellips wordt. Wij stellen ons dan toot, eerst , zie fig. 02» 
den inbond van het stnk DYZ te bepalen^ Solden w^ hetzelve 
door een vlak FEG loodregt door de koorde» overigens willekeurig, 
dan is de doorsnede een driehoek (KE, DHG) , welks inbond 
ƒ =: ^ KE X €rH is. In de gelijkvormige driehoeken DH6 en 
LHD hebben wij nn 

DH = KE : GH = LM : DH = a + & : A 
maardantsook JtKE*: iKEx GU =ii + ^:A 

dos i KE X GH = i = ^, \ ,, X KE«. 

2(a + b) 

Beschrijven wij nn op de projectie CC' der eene koorde, als mid- 

deUijn een balven cirkel en verlengen w§ KE| dan is KC X KC' 

= KN^ maar KF = KË + 20P = KE + 2^ en KE x KF 

= KC X KC', bqgevolg KE (KE+25)=:KN« en KE«=KN« 

— 2i X KE, waardoor wij hebben 
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A 
ƒ = 

23r (a + A) a + b 

Na 18 tKN* de iohoad va^ d«ii met KN als ttraai beaohrefen 
cirkeif en blikbaar sdlen de mldroLkixidiea der achtervolgende 
doortoeden opvolgeqde cirkels bcTatteo van eeoen bol, waarvan 
PC = |/(i^ — - b^) de straal is, waarby dan de opvolgende 
Iqnen %J& evenw^dige dooi;sneden xqllen sqn van het ^rkelaeg- 
ment CEC^ Noemeo wij dan deszelfs inhood Si en dien Ta|i het 
ligcbaam SY^ f^, xoo vinden wig *) 

Op dezelfde wijze verkrijgen we voor den inhood van het stok LSfW 

Na is de inhood vap het bewnste ligchaam blijkbaar gelijk aan 
de helft van den eylinder WZ' vermeerderd met het sto^k LX'W', 
wanneer men daarvan den eylinder WXX'W^ en dn^ nog hel 
•tok DTZ aftrekt^ alswanneer men verkrijgt, daar 

WZW' = -J^ wi^ en VXX*W' = J^ *f^f -^ a) ia, 

H + 
hetgeen, ofi suh^itatie der waarden y^n F %a F^^ wederom de 
bekende waardij geeft* 

XLII. VooaatBU 
Ooor R, Lo^TTo. 
JU een parabool met haren omfrs^ roli gver eene regie lijn^ 
vraagt men de kttomm» te bepalen^ b^ die beweging door het 
brandpmU der parabool beeohrevei^ 

*) De aanmerking dat hier, tij bet dan ook londer den algorithmaa, 
usderdaid toch van het beginiel der Differentiaal* ea InlegraaMekenang 
gebmik gemaakt wordt, sou niet van grond ontbloot t|jn. ^, 

O 3 
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OrftiiotT ii09r R* Lobitto^ J. tah on Hoivih e» W. TiJi Haaut. 

OfLOSSMG «o» R* LOBATTO. 

Hemen wij, zie Fig. 03, twee regthoekige ooördinMt-aisen 
OXt OT MQ, waar?an de eerste de lijn ▼oontelt oter welke de 
pirabool rolt, en de tweede <jle as der parabool aanwigst, indien 
de top dexer kromme zich in den oorsprong O bevindt, h. zq als- 
dan de plaats van bet brandpunt , en das een der ponten Tan de 
begeerde kromme. Laat QRN een willekenrigen stand der para* 
bool zijn, rakende de as OX. in het pont N; waarbij RS de as 
en H bet brandpónt voorstellen. Noemen wij de ooördinaten van 
het pont H, a; en y; zg voorts de voerstraal MN := s en de 
hoek RHN = ^, dan is de polaire vergelijking der parabool 



ZZLf^S^^, 



l-t-(7(M^ 

waarin p den afiitand van het brandpunt tot den top beteekenU- 

Daar nu de parabool in het pant N geraakt wordt , zal de voer- 
straal NM blijkbaar een normaal zijn in het pant H der te be- 
palen kromme. Hierait volgt terstond 

^ = <7a«0NMi 

wqdert is, volgens eene bekende eigenschap der parabool , /. Oni 
gelijk aan den hoek tosschen de raakiijn en de as begrepen, zoo- 
dat in den gelijkbeenigen driehoek TNM, L ONM =90^— ^0, 

derhalve ^ = Tbn^i^ is. 

Haar Tolgens de figoar heeft men 

of d^«^ y«-p« ^ 

Dwhalw y = I («J + «7), 

«^nde de bekende vergelqkiog der Krttinglyn, welke dot de be- 
geerde kromme is. 
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GXUII. VoOtSTKL. 

Door w^hn J. Bamah. 
WofA gewaagd: om een gegeven regtkoekigen driehoek AEF 
een vierlMi ABCD U consiruefen dat hei hoehpmU A «iel dm^ 
driehoek genteen heeft, aUmede dai vierkant in de beide regê- 
koekw^den van den driehoek uH te dmkken. 
. 0»«BLo«T door J. BissiR, W. yar HaiisTi J. tak der Hoivih i 
J. A. Staikart, J. D. R. Moll, R. R. Lit en M. 6. Srorr. 

0FL08tIR6 van J. BiSSAR. 

Daar, ne Fig. Ö4, L BAE = 90o — /.CEF i», heeft men 

ba 
A ABE OD A ÏCF, waamih a : s = * : CE = — , terwql 

de legthoekige A ABE nog geeft BE = Ka*— «•). Dtar na 
AB =: BC = BE -h EC it, viadt men 

dat ii, na herleiding; a= ^[a^^^^^bf] ^ 

Hieruit floeit de narolgende conttrncüe foort. Verleng de i^de 
FE tot €ry loodat FG = a eo dos EG = a •— & is, trek AG 
en laat daarop oit E de loodlqn EB vallen, dan ia AB de zgde 
▼an het begeerde vierkant. 

CXLIV. VOORSTIL. 

Door w^len J. BiSSiR. 
De hUegmal ie vinden van d$ i/{Tang*0 + 7bV^)* 
OreiiiOaT door W« tar Haarst; J. BassaRi M. 6* Shori af» 

J. TAR DER HORTRR. 

OfLossiRa van W. tar Haarst. 
Stellen wq in den gegeven vorm Tang0 xz jp, dan Vfordt b^ 

^ -- — OÜ — -J2 en deze nitdmkkidg wordt rationaal, aU 

^ 1 -4- s* 

men # l= ^ — r — ^ neemt, want die aabttitotie geeft 

ie.«+(«-i)» . (««— i)<fa 

ToorU u dan l+«» = jgjj «»<to=s jj , 

»od.t wq hebben if = ,^t^^~ (^J'iy) ' ^•'«"' *•" 

O 4 
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deo gewonen regel deie break in kleinere breuken verdeelende^ 
vindt men 

Hen heeft dot 

„ 2(l-^-l)/ ^,_^^_^^^^ — ^ 

_ 1-I/-1 „ ^ s~(l-2i/-l) 



^ 1/(1 + |/— 1) ' Mï + »^- 1) 

(• — ly 

dewijl nit het gestelde, Ta»g^ =: , volgt, 

« = 1 + 2 Tmg^ ± 2l/iTan^^ + Timg^), 
al men deze «aaide van s moeteD tahcti toeren , waardoor 
y = l. {1 + 2 Tamg(p± 2^^{Tamg*+ Tang <p)) 

■**Kl-»/-0 • ^ i/(»->/-l) 

+ Ki+^^-i)*-'^^ K1 + I/-1) "^"^ 

de gevraagde integraal wordt. 

CXLV. V o o A i T B L. 
Door tryfefi J. Bassar. 
Ab de regie hoek C eene dftehoekê AGB door l^nen CD en 
CE tn drte gel^ deehn gedeeld ie, en men eene l^ heeft 
getfMten die den scherpen hoek A halveerende , CD tn F en 
CE tn G en^di, dan begeert men den driehoek te berekenen 
en te conetrueren^ b^aUien AF = a en FG = & gegeten tagn. 
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Okuost door C. J. Hatthbs, J. Biasim, W. tak Haaist, 
J. TAir Dia HoBVBN, J. D. R. MoLL, R. R. Lit enlL G. Svoii. 
Oplossiiig van C. J.'Mattsu. 

Trek» zie Fig. 95, door AF op een afstand IF =rz ^ ( eeoe 
loodl^n, en beschrijf ait F met b als straal een cirkelboog, sng* 
deode die loodlijn in de ponten R en L, vereenig dan AK, AL, 
KF en trek oit G eene lijn makende met AG een hoek AGG 
= AKF; als men dan de loodiqn CB oprigt, is de begeerde 
driehoek AGB geconstroeerd. Volgens die constraclie toch \t l^A 
gehalveerd , toorts L ACG = L ^^^ = ÖO^ wijdera volgt 
oit de gelijkvormige A A AGG en AKF de evenredigheid AG : GG 
= AF : FK = AF : FG, waaruit blijkt dat /.AGF=: /.FCG 
^ 30^ is, zoodat aan al de vereiachten voldaan is. 

Om DO de z^den des driehoeka in de gegevena uit te drokkeoy 
merke men op, dat A AKF geeB: AK = y/{€? + lfl ^ ab), 
zoodat men terstond heeft oit bovengenoemde gelijkvormige A A 
AKF en AGG: 

AK : AF = AG : AG = * = ,, a"^"* \^]_ ^. . (*) 

Verder geven de gelijkvormige AA AIK en AGH: 

AI : IK = AC : CH = /^^^^ , 

en men heeft, daar AH den hoek A midden doordeelt, 
AG» : GH* = AB« : BB« 

= AC» + BC« : BC« — 2BC . CH + GH« 
= BC : BC — 2CH, 

.^ „ 2CH . AC« 2CH . AP 

waaroit BC :^ v = ■ == — ^— ^— 

_ b{2a—b)i/'i 
~ 2o« — 2a6 — *** 

■~(2a«—2ai — *»)»/(»* — «*+**' 

AC»-1-CH* 
BD<felqk AB = « = KAC»-+. B(?) = J^^gp ^ ^*^ 

- AP + «• „ . c 
~ AI« - IK» "^ 

_ (2a — A)« + 3A« 
"~ (2a-A)»— 3*« ^ ' 
2a(a4-£) 



2a« — 2ai — A« 
O 6 



|/^«» — ot + 6») .(c) 
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CXLVL VooBtTiL. 
Doof wjflen J. BisaAir. 

j^U van een frapestttm gegeten xyn de lynen AE en BE, 
die de koeken aan de basis kalveeren^ M daar waar sy d- 
kander sn^en^ benevens de i^nen C¥ en DV , die de koeken 
aan de bovenlijn kalveeten^ mede ioi daar waar sig eikiar oni- 
moeten^ moo begeert men kei trapeMtum te construeren en de 
gjden in de gegevens te bepalen» 

OMiLosf door J. Bamait, W. viN EUiUT, R. R. Lit, J. vau 
Dia HoiYiH en J. D. R. Hou. 

Oplomihg van J. Bamah. 

Stellen wij, Fig. 96^ de. gegeven Iqnen A.E = a, BE = i6, 
CF = e en DF = J, en laten we de loodl^nen EI en FK op 
AB en CD neer; dan hebben wij, daar /. EAI == i (ISO^' — Z. ^) 
= 90«— Z^KDF = Z-KFD, A AEI c/5 A FKD en evenzoo 
A BIE OD A CKF. Uicrait vloeijen de navolgende evenredigheden 

voort; DF : AE = KF : Al = 3 X KF, 

o 

CF : BE = KF : BI = - X KF, 
e 

bge«*oIg AP— BP= AE»— BE^ «^ W=: (~ ?)*'*' 

- ^ STUm — ^'^ 

Voor CD vindt men op dezelfde wijs, 

CD = ^i^J=.flSqpf) (b) 

ae^^bd 

Om de opstaande lijden AD en BC te bepalen , merken w§ op 

dit, aangezien de l^n EF genoegzaam verlengd noodzakelqk de 

verlengden van. BC en AD in een pont T ontmoet en tevens 

den hoek T halveert, ^ BEF == ^ (i? + 7) = 90o — ^A 

en bovendien /. H, even als L 6, regt is, zoodat ook A EHR OD 

A EIA c/) A D6A is, en evenzoo A E6F OD A EIB Cl> A CHB. 

Uit de gelqkvormige A A EGF en EIB vloeit voort 

FG : EG = BI : EI = BI : |/( *■ — BP) 
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co ait A DGA CK) A EIA , 

I)6:6A = <I— FG:a— EO = EI:AI=|/(a> — AI^:A1 
— A|/(c« _ éP) : c^^(a«— h^. 
Solittitaeert men bieriQ de waarde van FG in EG uifgedrakt, nit 
de vorige eveoredigheid, zoo verkr^gt men eene veiigelgking ia 
16 die opgelost, geeft 

_ fl[cd|/(a>— >y)— a&t/(c».-*<P)]v/(c« — <P) 
od(a« — A«) — aA(c« — rf») 
welke WMrde o?ergebragt in de oit dezelfde gelqk?oniiige AA 
ootleende evenredigheid: 

AD : AG = AD : o — EG = AE : Al, 
ten laatste geeft: 

crf(a« — A») — «i(c« — d«) '^^ 

Op denlfiie manier 

Het U^kt derbalve dat 

AB : CD = i/(a» — A«) : |/(ca — iJ«) 
en AD : BC = ai ; bc is. 

Ten einde de figoor te oonstmeren, berelene men nog deoosi- 
nna van L 6FH = /. CFD nit A CDF, welks drie zijden nn 
bekend zijn; men vindt daarvoor 
<7mL GFD= Co$i {ji+B) 
_ c« + cP — GD« 
~ 2ed 



^{.,,_fif^iai^}...„ 



bó 

il — — 

ad '^ bc a 



ac ^bd~ bd' 

a 



vaaroit dan deze oonstmetie voortvloeit. Bepaal de vierde even- 
redigen tot a, b en c alsmede tot a, b en d^ trek ze respecti- 
Tclgk af van d en van c, zoo krq^t men lijnen die w^ m en fi 
willen noemen. Haak vervolgens een driehoek 9 die n tot hypo* 
lennse en m tot iéoid regthoekzgde heeft, zoo is de ingesloten hoek 



gitizedby Google 



220 WI8K0NST1GE 

de begeerde, waarYan Z, AEB b^t sapplement it. Men kan êHboo 
A AEB coDStroeren en eveosoo A CDF, zoodtt AB, CD en 
bovendien het dobbele der hoeken EAB ep EBA dat ib j^ en B 
bekend worden, en men na gemakkeiyk het trapezium kan be* 
schrijven, 

GXLVir. Y o o B 8 t B i. 
Door w^kn J. Rasian. 

Een vierhoek ABCD is regikoekig in B. JU nu de regie 
koek in drie gel^ke koeken wordi verdeeld door l^nen BB em 
BF, die de diagonaal AG in de punten £ e» F en^den^ en ie. 
l^nen BE en BF hemevene de nfsktnden DE e» DF gegeven wfn^ 
verlangt men den vierhoek te construeren alsmede m> de ffegevenê 
te bepakn. 

Opablost door J. var ber HoBvtff, W« yab Haabst, J. Bassar, 
J. D* R. MoLLy J. A. Stahkabt en R. R. Lit. 
Oplossirg van J. tar bib Hoever. 

De cooatractie komt eenvoudig hierop neder. Deel, lie Figw 97, 
den regten hoek ABC in drie gel^ke deelen; neem BE = a, 
BF = & , zoo kan men AEFG trekken , beichrijf eindel^k nit £ 
met ED = c en uit uit F met VD = d aU straal oirkelboogjes, 
zoo snijden deze elkander in het nog ootbrekenda hoekpunt D. 
Om de zijden AB = jt, BG = y, CD = 4, DA = e te fa^* 
rekenen, merke men op dat /. ABF door a en l^ EBG door b 
gehalveerd wordt, zoodat n^en heeft ici A ABF 

BF : AB = EF : iE = ^^ 

en BE» = AB X BF — AP X EF 

AB X EF« 
= ABxBF-:^5^. 

AB »^^«^ 



BF»— EF»" 
EvcDtoo geen A EBC 

BE : BC =: IF : CF = 



BCx EF 



BE 

BCxEF» 



en BF*= BC X BB — CF X EF = BC X BE — 

„„ BE X BP 

""""' ^ = BE' - EF» - 
Substitueert men in de gevonden uildrnkkoigeQ de wearda van 



gitizedby Google 



OPGAVEN. )!<». 146—148. 2SI 

EF uit A BEF, te weten EF = |/(a* + A«— •oii/'J), zoo vc^ 
krqgt men 

# = AB = 7 — 5 en y = BC = — r— r. 

▼erfolgens 

/6^3 — a • 

CE = CF + EF = a^-8(a«+^'- 0*1^3) 

en uil A DEFf.na het trekken der loodtijn DG, 

EF« + DB« — DP a« + A« — fl*|/^3 + c«-.d* 



EG = 

en FG = 



2 JSF 2i/(a* + *« — o^i^S) 

EPh-DF* — DE« a« + A« — aii/^a — o^^-iP 



2 EF 2Ka« + ó« — abt/'s) ' 

bigge? olg geeft A CDB : 
« = CD = |/(CE* + DE» — 2CE X EG) 
_ i/[(a> + ^» -> c^ — ijt) g^^S + 3a«(rf> — 6») + *'c«3 



aj/'d — £ 




enAADF: 




1 = DA = i^CAF» +DF»— 2AFxFfi) 




^/[(a» + 4» _ c» — d») abyS + ib*(c* 


-a») + «»rf«] 



6|/'3 — a 

h rf:=c=6 = a, dan wordt #=iyz=:«z=:l=: ^|/^S + 1) 
en de fierfaoek it een qaadraat, 

CXLVIIL V o o B 8 T I L. 

Door W« VAH Haabst. 

AU van een dnehoeh een der hoeken, de lyn die dewen 

köA middmdoofdeeh en de M^de tegenover dien koek gegeven 

E^y begeert wun de beide andere B^den in die gegevens uit 

te drukken en door eonstmetie te bepalen, 

OpaiLotT door W. tan Haabst , J* var dbb Hobvbr* R. R. Lit 
en H. G. Shobb. 

OPLoenvo van W. tav Haabst. 

Laat ABC, Fig. 98, de driehoek z^n, van welken BC = o^ 

AD = ó en hoek BAC =r 2n gegeven zijo« Bpichrg?en w^ dan 

om dien driehoek een' etrkel en trekken wij oit het middelpont 

M de Iqn HF, loodregt door BC, dan zal hoek BCF = « zqn, 
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met FQ om het pont F een cirkelboog, dao SDijdt deze den om- 
H^etchrefen oifkel in de panfen A en A', fan welke elk het derde 
hoekpnnt fan een driehoek is, die aan de gegevens voldoet. 

Dan toch is AF = FQ = FR -H ^6 = ** + ^CF* + CH*) 
:=\b + y(CF* +ib*), en volgens het boven bewezene hebben 
vrg DF : CF = CF : AF, waaruit DF'(ft H- DF) = CF*, dos 
DF> + ft . DF = CF* en (DF + ift)« = CF» + **», of 
DF 4- 4^ = I/(CF> 4- ift«)j derhalve ook hier DF -H ft 
= ift, AF=|/(CF* H- lb% hetwelk met de oonstrnctie over* 
eenkomt. 

Oplossiho 9an J« yah dbb Hoitbh. 

Stellen w^ den gegeven hoek 2a, de z^de over dien hoek a, de 
lijn welke denzelven middendoordeelt tot aan de overstaande zijde ft, 
en nemen wij voor de gevraagde zijden # en y dan hebben vr^ 
terstond de bekende vergelijkingen: 

en ii*=#*+y* — aryCiM2« = (#+y)* — 44Py Cot««. 
Uit de tweede is (i? +y)«— a* = 4dry Cm*« 
en nit de eerste b\x -f- y)* = «y {(« + y)* — a» } , loodat 
wq hiervan het product nemende , verkriggen 

b\sf + yy=is^y*C08*ci 
«n b(» + y)=z2sfyCosa 

A. My _ b 

W^ hebben echter ook nit het bovenstaande 

ay _ fty + y) 

^H-y (s+yy—a*. 
en door gelqkstelliDg dezer waarden na deeiing door ft, 
2Co8» (s+yy — a^ 

1 ~ K^ + y) ' 

zoodat wij neerkomen op de tweede magtsvergelijking (s + y)* 
— 2b(s + y) Cw« — o* = O, welker wortels zijn jf + y 
= ft Co8C^ ± k^(ft*Cos*« 4- a*) en van welke alleen het -f- 
teeken geldig is, omdat blijkbaar s + y positief moet zijn. 

Het construeren van den driehoek vereischt nu alleen het vin- 
den van den top, indien men de basis AB gelijk aan de zijde o 
genomen heeA, en daartoe behoeft men slechts op AB als koorde 
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MO cirlffM^gniPot ie he9chtv\\en , ièt A^n f^^en hne\ ^ bevat , 
benewn$ etne (*lli|M , die A fn B tot brandpanren eo ir 4- y tol 
gnioCe at heeft. Uet tuijputit van beide die Iromme taf aladao de 
lep <qo. 

Overigpnt kan de ccmafmclie van s+y =r ££<>««+ |/^(^*^0f'«4-«*) 
= Co9U [b H- |/^A« -h fl«&A)] }r»»i»n zwarigheid opleteren , dewijl 
bet alleen de mei bCosa terbrigde hy|)Oleiitiie is van den drie* 
hoek welka regthmkMtjden «jn a en hCoêit. 

Wij hebben ter be|Hiling van s en y: 

'^ = ^2i^ = st* + »^<*'+ -•*«•-»• 

Hwdal, inrfipii «Q gt'inaktlialve de wortrlgrootbeid y{lfl + a*SeAi\ 
zs.f •lellen, »tj s eu y uil beide rergelijkio^n « + y = (i +p}Co»m 

tn Mif =i9b -t-p) op te loMen beiibeD. 



R. i« y s (» + p)Cota^,0 = '^'^ ^^ w«iroH 



• "* 2s 

2M*—2s(b+p)Coi* + b^b + p) = of *»-«(ft+p)Co«« 
^ Hh+p)_ q ^^ ^_ (H-;>)C»»« ^ ^, i(b+p^CoAi_2b(b+p)l 

of # = (*->-rt^* ^ il^{.«-2i(4+;,)5i«««}. 

Bet dobhelé teeken ^^ft gelijktijdig de waarden van s en y, daar 

dit eeo ufiodaakelqk güvolg it van de tyoittielrie der verj^elgkin* 

gon, waaruit iq ign vo(»rige%lueid. ^ 

CXLIX. VoOttTBU 

Door W. VAR HAiasT. 

Fan etn Ngchéam 9^n grond- en botentlak gelijke gelyk»^* 
üge dHehoeken^ die in ef>enwijdfge r lakken zoo gelegen z^'n^ 
dei da mildelpunten den kortsimogel^ken af eland tan elkander 
kêbben, en elke zijde tan kei botenvlak eeentrydi^ ie mei de 
iegenorer liggende z^de van hei gtondchk. f^oofie ie kei lig^ 
ekaam ingenloien door tiakken, die men gebntgt kee/i door 
elkft z^de der beide dfiehovken en hei hoekpunt dat tegenover 
ie daarmede evenwifdigft zijde rnn den anderen driehoek ligt. 
Men wil dit ligckaam projecteeren, zoodanis; dat kei met zijn 
grondriak op kei hotizoniale , doch ovehgene in een wiUekeêh 

1659^1863. P 
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figm êiand Ie» opwigie v&n hei veriieule vhktfaaU Tetem 
hegwrt me» den inhond in eb hoogte e» in de w^de des ge^ 
l^kM^digen driehoekê uii ie drukken. 

OfQiLoeT door W. tar Uaabst , J. yah dm Hobtih e» R. R. Lit. 
OPLoseiNfi van W. \An Baamt. 

Laaf, lie Fig. 99, 4'B'C', 4BC de projectiën van het grondvlak 
z^D , dan moet , aU EE' den afstand van het grond- en bovenvlak 
f oorttelf , (D'E'F', O'L'F') het bovenvlak i^n, waarbq, ono aan 
de voorwaarde te voldoen dat de overstaande xijden evenwijdig cqo, 
de hoekpunten van de horizontale projeetie met die van den eer* 
sten driehoek de hoekpanten van een regelmaiigen senhoek moeten 
tijn. Rrengen wij no een vlak door de lijde (A'B', AB) van het 
grondvlak en het h<iekpant (D', O") van hH bovenvlak, alsmede een 
vlak door de sijde (B'C, BC) en het hoekpunt (F', F') dan aollen 
A'B' en B'C' blijkliaar de horizontale dooTfjangen dier vlakken en 
tal gevolgelijk (B', B) een pont van de gemeene doorsnede dezer 
vlakken zijn. Evenzoo is (C, C) een pant van de doorsnede van 
het laatate vlak met dat, heiwpik door do zijde (A'C^, AC] en het 
hoekpunt (E', Ë') gebragt wordt en (A', A') een pant van de door- 
snede van het eerste en hot laatste vlak. Maar brengt men een 
vlak door de zijde (D'F', DT') van het hovenvlak en het hoek- 
punt (B', B) van hei benedenvlak » 4^0 liggen de punten (B', B), 
(D', D") en (F', F") in dit vlak, derhalve moet (B'D'. B'D*) de 
doorsnede van dit vlak met het door(A'B\ AB) en (D', D') uebragte 
triak, en (BT\ BF') die van hetzelfde vlak met hot door (B'C, BC) 
en (F; F') gebragte vlak z^o. Blijkbaar zijn dan (CF', CF'), 
(CE', CE*), (A'B', AE') en (A'D', AD*) doorsneden, welke vol- 
maakt op dezelfile wijze ontstaan. Het ligchaam wordt derhalve 
door te» driehoeken liegrensd, behalve hel boven- en benedenvlak, 
welke alleen gelijkzijdig zijn. 

Om den inbond van het ligchaam te bepalen, nemen wij aan, 
dat A'D'BT'C'E' het grondvlak is van een regthoekig zeshoekig 
prisma, dat dezelfde hoogte heeft als het ligchaam^ dan liggen 
al de hoekpunten van hel laatste in hoekpunten van het eerste. 
Gemakkelijk nu ziet men, dat het gevraagde ligchaam dan 
zal verkregen worden door van het prisma zes gelijke en gelijk- 
vormige driehoekige pyramiden af te nemen, welke alle mede 
dezelfde hoogte bobben als het prisma, en van welke drie de 
driehoeken A'D'B', BF'C'en AT'C' tot grondvlakken hebben, 
welke in hef horizontale vlak liggen ; terwijl de andere drie hunne 
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graodvlakken io het boven vlak vao het prisma hebben; van wel^e 
gnndfUikeo de drie driehueHen D'i'E', E'CT' en D'BT' de 
bomonlale pt>jectiën iqn. De toppen der drie eerite liggen daar- 
«Dlegen io het boven-» dje der laatste pyramiden in het grondvlak 
van bet priima. Dit opgemerkt hebbende» vindt men gemak* 
kelijk deo inbond. Stellen wij daartoe de iqde des gegeven 
getqkaqdigen drieboekt a en de boogie van het ligebaam h. Zoo* 
alt bekend is, is dan de xijde des regelmatigen lesboeks }«k^Sy 
de iobottd van een middelpants-driehoek of wel van het grond- 
vlak vaa eene der pyramiden ^a'|/^S, en die van den gcheelen 
leshoek ^a^yi. De inhoud van het prisma is dienvolgens iMi/S^ 
die van eene der pyramiden ^^a^i/^S, bijgevolg die van de les 
pyramiden ^%|/^3 , loodat de inhoud fan het gevraagde ligebaam 
^>A|XS IS. 

CL. VoOBSTBL. 

Door W. VAB Haabst. 

Men wmtigi mutr dê projeetiën .van kei Ugehaam^ döi door 
de gecan$$meerde vlakken van hei *vorig tooreiei aiieen begrensd 
iponb, daarh^ oannemende ^ dai hei mei de onderste regiap 
mUêoü op hei horieaniaie viak. Tegelyk moei de inhoud tan dit 
Ugehaam in de gegevene worden uiigedruki, 

OrouosT door W. va» Haabst, J. var dbb Uobvbb en R« R« Lit. 
Oplossing wm W. var Haabst. 

Uit de coDSlroetie van de projectiën van het ligebaam in het 
vorige voorstel is gemakkelijk op te maken» dat gesegd ligebaam 
een gedeelte van het thans gevraagde tqn lal. W^ kunnen dat 
gedeelte op dezelfde wqze projecteren, met dit onderscheid » dai 
de verticale projectie nn op een' zekeren afstand boven de projee* 
tieM komt te liggen» dewql het grondvlak niet m<>er in het bori- 
sootale vlak ligt. Zijn dus» Fig. 100» A'B'C^ik'B'C' de projectiën 
van den ondersten» D'B'F'» D'E'F' die van den bovensten gelgk- 
tuigen driehoek, dan vinden w^ hier op dezelfde w^ze voor dat 
gedeelte van het gevraagde ligebaam de horizontale projectie 
A'D'BE'CF', zijnde een regelmatioen zeshoek» en de verticale 
A'O'B'E'C'F'. Het komt er dos slechts op aan , het overig ge- 
deelte te projecteren. Daartoe zoeken w^ eerst de projectiën van 
de ooderlinge doorsn«*di>n der vlakken, die door de zijde (A'B'» A'B') 
en bet hoekpunt (D', D'), door de zijde (B'C^ h'C) en bet boekpont 
(£'»£*) eo door de zqde (4'C'» A'C') en het hockpnnt (F^ F') ge- 
bfBgl moeteo worden, en merken al terstond op, dat de punten 

P 2 
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(k\ A'), (B',B*) en {C\ €/) ree^ê van elke i!w itnorsneden van 
twee der vlaU«'n efn punt aanwijst , terwijl bKjLb«ar elk dier 
ponten in twee %lakken Iegelijk ligt; er moet de li^ilve van elke 
doi»rtnede nog sleehia één punt liepaald worden. DaaMoe trekken 
wq door de punten f^'. E' en F' lijnen , evenwijdig niet de lijden 
k'B\ B'C' en A.'C'. in dezelfil** raogurHe genomen, dan kannen 
wq dexe IQn**n P'Q', Q'R'« P'K', aanm^'rken hU d** bnrizoniale 
projectiSn van lijnen, welke met den driehoek (ÜE'F', D'E'F*) in 
hetieirie vlak liggen, en volgens welke dit vlak getnnlen wordt 
door 'Ie drie bovengenoemde vlakken. Haar dan moeten blijkbaar 
(P'» f') f (Q'» Q'). (B' I*') Je andere gHii»cbte punten der bediieMe 
dooane<len lijn, en gevolgelijk lijn dan (P N', P'W). (ON' Q'N*), 
(R'N', K'V), V'-IJte re^pteiievirlijk door de punten (A', A'>,(B%B'), 
(C, C') gaan, de doortneden zt'Uf. — Uuor op dezelide wïjce te 
werk te gaan, z-il men Ofik de onderlinge dooritneden der drie 
overige vlakken kunnen vinden. Imnierf, trekt men doi*r de pun- 
ten A', B' en C' lijnen, leapcctlevelijk evenwijdig met DT', D'E' 
eu E'F', t^Hu zh\ m»*n hier moeten aann«*m*ti, dat xij met den 
driehoek (4'B'C', A'H'C') in ht^zelfde «lak liggen; en zoo d;»t dit 
vlak Ho«»r genoemd*' drie «bikL**n volgfna de lijnen (S'ü', S^Ü') 
(S'T', ST% (T'U', T'ü') gesneden wor.lt, en gevolgd-lijk (S', &•). 
(T'y T'j, (U', O') elk een punt van e»'ne der diMirsnerien it. Daar 
elk der ponten (D', U'), (E', E'), (F'. F''), een tweede punt van 
elke der dwirtmden ia, z.»o lijn (h'M', S^'M'). (TM\ T^iM"), (U'M', 
U'M'), die diHirsneden zeUr, wa4irdiM>r «lerhalve de beide projecitëa 
van hel gevra.igde lt;rchaMm gevonden zijn. 

Om den inh«iud van dïl ligrhaiim te bejialen, merke men op, 
dat het bnataat uil h*"! in het vurige voorati I gevtmdcue ligchaam, 
benevens Iwee pyramirl«n, die elke eender geii|kxij«iigi- drielNie^en 
tot grondvlak en gelijke hiMigte hebben, welke huogie gelijk ia aan 
'die van het daartusM^ben g<'legene ligchaam, dal is A, Immers %erbeel* 
den wij ons eene lijn van A naar N ;:etrt>kken. dan snijdt deze 
de zijde DF van hel boven vlak in het punt Z, en dewijl nu 
A'Z' =r N'Z' it, moft N'Y == 2A ztjii. I>e inhond no van 
den g«*geven ge lijk zijd igen drie**oek is gelijk aan de helft van dien 
van den in het vorige vnornlel gemelden regelniatigen zeshoek, dni 
ia'l/S; de inhond van eene tlfr fiyr.«iiiiden gevnlgilgk |Ja^t^9 
eo die van beide j^n^h^S. Na viiiid«'ii «ïj v«ior den inhoud vao 
het ligchaam in bel vorige vimtstel |eVi|/3. Derhalve it die 
▼ao het hier gevraagde iaHyi^ toudat hetzelve gelijk it aaa hel 
lethoekige pritma. 
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CLL VooftsTiL. 
Door W. VAii H 4 AKST. 

F^n een tal %yn de opening en de bodem cirkvh tan ge* 
l^km straal en evenw^dig, terwijl de wanden beêtaan uit 
een gedeetie tan hei opperclak eener eilipeotde, waarran de 
aseen bekend %ijn. AU men nu bovendii^ nog den afêtand tan 
hei middfipuni der openin* toi dat tan den bodem keni^ wil 
MM den inhoud ton hei val bepalen. 

OvoKLuST door VV. van H%ar«t , R. R. Lit e» J. van d» Hoivih. 
OPLOMiKir ran W. vau B^amt. 

Laat, zie Fig. 101, BUC\ de hein van d« doorsnede voor- 
stellen van hel val door een «lak volgcnn d«* grootste en klf*inste 
assen der elli|woï te t;ebragt , dan is €D de middfllijn van het 
gro'idvljik, M het middelpunt en blijkhaar OM de liell) van de 
Hjn» die de niiddfl|Minten van ht*t ijmnti- en h4>\envluk ven*»*nigl« 
Laat dan de h«ilvc assen der ellipso'iMe d, b en c eo OX = \d 
iijn« en ooemen wij d«*n straal CM van hH grond- of l>nveii%lak 
r. Snijden «ij viniiIs hft val door een vlak evenwijdig mi't het 
gnindvUk, dan is de doorsne<le, looils beLend is, mede een oir- 
kei. Zij de niiddfllijn ab en in hel uiidd<>l|iunt , lalfn wij dan 
eene loodljjn mn op OX, welke de gmote as der elli|iso1de is, 
neer, en stellen wij On = s, dan Lonnpn «tj door oiiddfl van 
bet in voorstel VI gemalde gemakkelijk den slr;ial ani der door- 
snede in bekende grootheden, verbonden met jr, uitdrukken. lm* 
mers «ij hadden daar voor de ordinaat van het middel pont van 
eenigen cirkel van den straal ff, op de ellipnoïde beftrhreven, 

On = # = -ry- {--^^ ' 

b a^ — c* 

* a\a* — *') a* «* — 6* 

De inhoud van die do^irsnede wordt derhalve aitgedrnkt door 
, _ jr6« <!»(<,• — ^8) — (o«^c«)sa 
'^ — „r^ fli _ ifl • • • -w 

Laaf nn ed do mtddellijn voorstellen der doorsnede \an een vlak 
evenwijdig met het eerste, op tulk een genngen afstanil m^p 
gedartil, dal als men uit hel midrlelpont de haidlijn nii^i neérUat, 
nn| als de differentiaal van X beschouwd kan worden, HHidal nn| 
=: d!» is, wij zullen dan m|p dairin toeken ait te di ukken. 
Dtatrtoe trekken w^ mq evenwijdig met OX.«dau is ook mq =:ib. 

P S 
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Vooreerst merken wtj aan» dat hoek Hm =r m|mq en Mmb 
r= ni|inp bekende hoeken n]o , of althans geaiakkeiijk gevonden 

kunnen worden. Immers in den driehoek inOn is Ibng mOn =-:~. 

^ On' 

eo déar dete beide de coördinaten van het middelpnnt m sgn, 

WMrvoor wij vonden 

^ - iK — iflzr^ — «""» - 1^ — ;?ir^ — • 

^ ^ c è« — c« 
zoo 1» TtMq mOo = -l/'-r rr, 

ofwel Co, m.oH] = CMmOn = «l^ ^,, _ ^/^"^ ^^ _ ^ • («>) 

nit de iMtste vei^gelijkinK van voorstel GXXXll 9Fiêk» Opg. II deel, 
volgt 

Tang XOB i=i|/^3^, bijgevolg, daar lOB = MOX + XOB is, 

r«t.MOB= Jaiy(MOX-HXOB) = ^^^ "^^ + ''^^ ^? 

ó«— c^ o* — 6* 
_ c ^g» ^ ^a "^ ^A* -^ c* ^00 



of wpI 5»n m-rop = SifnMOB = r — —3 rr =;. . . (c) 

_. . , ^ V , . 5tn m-mp c a* -^ c* 

üit (b) en (r) volgt aUoo -; 2-^ = -f/'-T . 

t7o< mfmq b ar^-o* 

Dif no bekend zijnde, if in don rPfrlhoek'gen driehoek m|mq 

mq cfr 

Cos m^n\^ Coa mfmq 

eii in den driehoek mm|fi 

„. dg . Anm^mp c . dk «*— c* 

m^p =r mm, . &nm,mp = — l_r :=r— -— j/— — , 

Co« ni|mq b a^^^lr 

Vermeni);vn1dip,en wij afzoo de nitdrukking (a) mei m, p, dan moe- 

ten wij de different i.ial van den inhoad van het vat verkrijgen en dos 

._ t6c y a\a* - t«) - (a« - c») s* \ , «« - c« 

*' - iTj ««_6' (*^^»^;?-zrp' 

en na inlegnitie 

*bc\ , (a«— c«)*») ««-c« 
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wairbi) geen ttandTaslige behoeft gevoegd (e wordeo eo «aarhq 
de iolegraal Toor ons p,eval genooien moet wordeo tot s = ON. 
Wg behoorpo alzoo ON nog in bekende grootheden uit Ie drukken 
No if bekeod alt boven 

OH = f^--rj^~'^. » "•" 

_ (a« — y ■{-«,«)(&« — r») , 
_ _ „^ 

IfléP 
»» Wft men i»- r* = 4(^,_^^^ (d) 

ea daaidoor wordt derhalve 

a« — A« 
ON = iad 1/ 



In de gevondene aitdrakking zullen wij das 
_ o« _ 6* 

s _ i^'l^^^j _ ^j (^j — 6« + c«) 

moeten nemen om den inhoud van het halve vat te verkrijgen, 
en zullen hijgevolg voor den inhoud ƒ van bet geheele vat vinden: 

_ xabcd[l2(a^ — ^ ^e^) — éP } 
12i/(a«— *«-*.c«)» ~' 
Ware in plaats van d de straal van het grondvlak gegeven, dan wierd 

_ 2yac(2^« 4- y^)K^^ — f^ ) 

Voor r := 6 heeft men 7 = O en voor r = O wordt / = ^wabo, 
het vat is dan ook de geheele ellipsoïde geworden. De ondcmtelling 
c :zz b maakt het wandopper vlak tot eene omwenteliiigs-ellipsoi'de^ 



waArvoor 



s=^.-s.-)^.^.^ 



CLII. VOOBSTBL. 
Door W, VAII ÜAABST. 

Em cirkel e» iw€e rogte l^nen die , elkander onder een reg- 
fan koek overkruisende ^ de a$ des cirkels loodregi endden ^ M 
rigU^nen aannemende, vraagt men naar de vergel^king van kei 
oppervlak dat onisiaai ala men eene regie l^n over de drie rigi* 
Ifnen laai bewegen. 

Okbi^st door W. vkv Haabst en J. var dbb Hobvbh. 

P 4 
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OrLataiiiA mm W* var Ha4«st« 

Nemen w^ het miildelpoDt det ciffcelt tot oortpprmg der en6r» 
diuaten aan, de a» den rifkfl» tol as der y, en vrrvo^eDt de aa 
der s coodaiiig, dat et-n der regte rigi lijnen er een hoek '^^n 46^ 
mede maakt, dm zuUen de vergeliiiingen dft Girkelt 

#• -h «*=•*» y •= O, W 

die van de ceoe regte rigtlijn 

s =r s y =: a, (h) 

en die der andere 4P :=: — s, 3f = &, ««•••*• (e) 
tijn. Stellen wij dan voor die der heaehriJTende lijn 

#=;>» H- j, y =;>'« + ^' . . . • 7 (d) 
De voorwaarde y dat tij op de rigdijn (b) moet ruaten, geeHt 

s => pa -h 9, dat ia « = -—2 — ^ en a =1 p*% «4- j', dat tt 

I ^p 

a <—> o 
9 =3 pi-, waaruit door gelqkatelliDg : 

f'q = (1 -;,)(•- 9O (e) 

Evenioo hebben wij door de voorwaanle, dat sïj op de tweede 

q 
regte rigtltjn bItjD, «— s = pa ^ 9» dat is « = — 

h q' 

en h ^ p'm + q\ dat ia s =: p^. waaruit door gelqkateU ing : 

-p', = (i +^) (*-,') (f) 

Doordien eindelijk de betchrijvende ook steeds op den cirkel blqvei» 
moety hebben wij nog door (>») en (d) 

(P» + ï)* +«*=<* ^o p'k + 5' = O, 
q> 
en , door de waarde van « = — • ^, oit de Jaatate voorlvloeijende, 

P 
in de eerste te schrijven ; 

Ö'?-W')«+9'« = P'M («) 

Haar nu volgt uit (d) 

9 = # — p» en 9' = y — p'%, 
en door dete waarden in de vergelijkingen {«'),(') en (g) teachrq- 
ven, komt er 

p'is - ;,,) =r (1 - p) (• - y + ff»), 
of wel p'{g — «? SS (a — y) (I — n) (hy> 

-/»'(»-;»»)=(t+f X*-»+/»'*) of-p'(»H..)=r(A-»Xi+f ) (O 
en (p'* - py)« 4- (y - |,'.)«= p^V . . . ; (k) 

Om nu oit dete drie vergelijkingen p en p' te el4minepefi, 
menigvqldigeo wq (h) met (ir -f- «) eo (i) met (# «— s), 
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Miib de «ente ;iV^«*) =(« — >)(» —!»)(* + •). 
cndelwenle —;>'{#«—««) = (6- y)(| -|-|») (« — »), 
CD dm ia de «nn tan d-ze lieirfe 

• - »)(t ~ ;»)(. 4- O 4 (* - »)(! + p){s - «) = 0. 
maittit men gpmakL*lijk vindt 

(1 H- &)* + (o — t)» -. 2<ry 
''■"(•-«)« + (• + *)• — 2y*' 
en dan «ol|;t oi) (••) door «wbaliluiM 

y-LzzJ(i^.\ 2(« - yXy - *) 

^ — X - M^ '^' ~" (« - 4)* + (a -I- *)« - 2y.* 

Hiri|*en »ij eiiidflQk drie «aanirn in (l), dau verkrijgen «q voor 
d «ergflijling «an het |;i*»r«ag<t« a|i|ipr%|i<k 
{'• 4. i) «y — 2aA4r — (« — 6)y» } • + {(a — i)«-y -(- 2a6M 

— (a +. «)»«}•= 4(1 - y«(» - 6)»'*, 
vi>|i> n« hfrfdriiog m ontwikkflint; (««k «;*'iN*hf«\en k«n wordeo 
(x*4. s«)|a»(y - 6)«-h 5«(y - «)•) - 2(a - b) («(y - 4) 

+ Hy - ^)}^y* = 2(y — a)«(y - ó)«r«. 

Voory = O ïb «naar brhuiiren «* 4- «• := f', Snii<lfn wq het 

opprr'lak «loor een tlak, evenmijdig mft liet %l»k xs, bijv. door 

hel tkk jf :s n , dan wordi de jirojerlie der diMirsnefte op xM 

.. . 2(«~4)ii{«(» -A) + &("-«)} __ 

2(n — aj^n ~ & M 

~ «V - *)» + *V - a)«' 
welle «oor alle wanrden %Mn n eene elhfja vimriitplt, met oitsnii* 
dering %an n^zaiAn^h, Voi>r « =: n wnrdt :r^ -^ s* » Zrs= 0^ 
dw jr z=: s; en voor « = 6 wordt #* -h «' -h 2sa := O, dot 

# ^ — s. 

Dour de vlakken ys eo sy wordt het oppervlak gesneden 
volgeoa kromme lijnen, wier vergelijk inK«*n fijn 

(y — g) (y — h)f\/2 

• ~ ^^^ »/{«•(» - *)*-H*».y -«)•}• 

^ _ . ^ty j::^*) (y - ^)^^^2 

Voor het geval dat a :=; 6 in, wurdt de vergiJijking van het 
oppervlak fl^s* 4- «•) = (y — «)M, dan ia het een kegel , 
Mkf top in de as der y ligt op ern' afstand a van den oor* 
i^npog. Die kegel is dos regt cuidvomig* 

P5 
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OiIII. V o o K • T ■ i. 
Dowr J. D. R. MoLL. 

Finfi een driehoek s^n de twee opslaande M^den bekend, en 
men toeei, dai de lyn die uit den iophoek naar kei midden 
der baeiê getrokken wordt ^ g^^^^ ^ aan de kleinste der ofh 
staande a^den. Men vraagt kieruii den driehoek te eonOrueren. 

OpoKtotT door J. D. R. Holl, W. van Baakst, J. vah vu 
Hoevin, il. 6. Sroib en R« &• Lit. 

OpLossmo eon J« D. R. Holl. 

Beschrijf, zie Fig. 102, oit het aiteinde Q der g^eveoe Igo 
PQ met de aodere gegevene opsUaDde zqde QR eeo cirkelboof 
AB; trek hieraan uit P de raaklijo PB^ betcfaryf op deze raakiqi 
deo halven cirkel PDB, en stel op de middellijn PB den lood» 
regten straal CD; trek PO en betchrijf nit P met PD een boif 
DS, die den cirkelboog uit Q eigent in S zal snijden; trek dm 
PS, en verleng deze lijn tof aan R in den cirkelomtrek , daoii 
A PQR de begeerde. 

Immers ^ PDB is regthoekig, als staande in een halven ciikel, 
dos PD« + BD« = PB«, 

of 2PD* = PB« = PS X PR, 

of 2PS« = PS X PR 

dus PS = RS 

en QS = QR.' 

CLIV. VoORSTBI.* 

Door J. D. R. MoLL. 

Van een driekoek welks koeken eene aritkmetiseke progfsêsie 
vormen y is bekend ket product der s^den = 180 en ds diameter 
des omgesekreven cirkels |/^48; men vraagt naar de a^den, C) 

Opoblost door W. van Haabst, J« D« R« Mou, L. Bobfnaou, 
!• VAN DBB Hoivin en R. R. Lit. 

Oplossing van W. van Haabst, 

Z^, Fig. 103, 4BC de driehoek en BE de middellijn des omge- 
schreven cirkeli. Vol,«{ens de eigenschappen der rekenkunstige reeksen 
van drie termen, is de middelste term gelijk aan het derde deel 
der som. En daar deie som = 180^ is, is een der hoeken des 
driehoeks :=: 60^; zij A die h'iek. Trek dan de loodlijn BD en 
de koorde AE, dan is in den regth. A BAD, waarin Z. «^ = ^^ 



{*) Uit P. Hiicua's Zinmsn^o9f9ct. 
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mim LB = W>i$,KD=:i 4B, dot B0> = iB*» AD* 
= |AB». 

Toorts is de regtb. A BAE, die in eep balfn eirkel «taat, 
gelgfcformig met A BDC, want L BDC = L BAE =s 90" en 
/. BCD == L AEB =s i Boog AB, daarom «taal 

BC : BD :? BB : AB 
dm BC< : BDs = B£> : AB> 

of BC> : I ABt := 48 : AB* 

«aarait BC* = 36, bg|je*olg BC = 0. 

Eindeiqk beeft men in A ABC; 

BC* = AB* + AC* — 2AD X AC 

«f BC» = AB» -f- AC» — AB X AC. 

laar daar «olgent bet gegevene 

180 
AB X BC X AC = ISO , of AB X AC = ^ = 30 ia, 

«M Tolgt BC* = 36 = AB« + AC* ^ 30 

of AB» H- AC* = «6. 

Telt men no bi| de som der quadraten tad AB eo AC, het diii^> 

bele prodnet op, en trekt men het er af, zoo lollen de «lorCels 

dit de gom en het fertchtl, de som en het Tertchil van AB en AC 

geven 9 waartan wederom de halve torn of het halve velwhil de 

waarden van AB en AG opleveren, te weten: 

AB = i(3|Xl4 + ye) en AC = 1(31/^14 — 1/9). 
CLVo V o o a t T I L. 

Door L. RoEFRAOBIr. 

In een vierkatU tiijf elkander rakende eirkeh van geleien 
inhoud én woo groot mogelijk te eomif neren. 

Okeuist door W. va» Haakst, L^ HoBriiACVL , J. vau dia 
HoBviN en R. B. Lit. 

Oplossivo van W. van Haabst. 
Tfi] beginnen met op te merken dat het onmogelijk ia dat 
paeer dan drie gelijke eirkelu elkander aanraken, vrant heefl dit 
met drie plaats, dnn «al de vierde aan slechts twee van deze een 
raakcirkel konnen zijn. Van vi|f cirkela kunnen op zijn meeat, één 
vier, twee drie en twee tweiï der overige cirkels aanraken. Deie 
Zfillen altijd op dez«*lfde wqze ten opzigle van elkander liggen en 
ala men ze door vier regie lijnen insluit, sallen deze altijd het- 
zelfiie traptzinm vormen. Het is alzoo onwaarschijnlijk dat dit de 
bedoeling tan den opgeyer is. Wij stellen ons de vraag aUot 
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r. In ffii Tierljiht mnelcn vijf gf'lqkf^ rirVt*N geplaatst wordei^ 
op «flkf «ij/e tn\ dit in*»eii*n );i*i<>cliipHrn , opfl^il t^ irie groot 
PMi^Wijk lijn? I*'ii knii lirli %(»iiriiirlifn, cUl iti i*t*ii viirkimt ImIjc 
%ijr 4liini»rliij%pii gfprhovi'n nio«'trn «orden , di«* alii zt^. goid ud- 
gHli^oLt woidfn, t*n leltp di* tiiin«inMit;fliike nüriile loNin inne* 
mrn. H*?t in kUaf, d;il df tN*idf> iH-Mr nrliijveri li>{;rn é^^n lirne* 
denrutid iiillt-n drukkrn rri daaihtj kuiineri twei* toevallen pljuilt 
hehheri, stj ligK**" It'tsi'n flktiiidfr id' Uien eenige luimli? lusfcheii 
beide opn. D«* dirde arlii]! t.«l xe van ti'H in een vjin heide 
siiltin}*!*!! ftrii»o'*n. liniiifni d»n tullen lij den Piand A, B, C, sie 
Fi;',« 104*, of dien vun A. B m C, <ie Fig. I04^ Hnmu-men , 
ai na^irdal C (i|> de hiiiten- id b«nnenzijdi* van 4 «d B drukt» 

Bovendien ia liel klaar dal er i«ee op den hi»nedenrand aullet 
komen, want «a» de niiiiite v«Hir twee (in%oldfM'nde, dan ktm he( 
▼ierkanl er geen ujl' lM*valten, en was er plaalM «*H»r drie, dan lou 
meo ten aiinule neu«»ii •rhijv*n nnodig helihen om hel vierkanl 
Ie vullen Vin»iU %iilul van lelf dat de heide laatste arhijven zirh 
in de lwt>f gevallen ndlcn plaatsen Kto ala de fi;*tiren verloonen. 
Wi} sullen d**rlialvi* st^-elitit hrhue^eti te f)fd«*frf»eken, in vr«*|k ge* 
Tal de al faal hel gnmlal in. Üaart<>e drukken «g beide ift de 
syle dea viei kants nil« Viair de «erate fi(»uur« waarbij wij dea 
•Iraal r en de <ijde a r.o*Miien, ia 

DP =c II — 4r, FC = II — 2r, KCt = r|/2; 
dot EP = FCi ^ EG = a — (2 H- 1^2)^ 

Nuis DE«=i4r«:=nF«-hEF«=(ii^4r)«H.|ii^(2+r/2)rjS 
waaruit men gemakkelijk vindt 

« -4- 1/ 2 — |42 -4- 4|x^) 






2(9-1- ^r/2) 

Id de tweede fi.'uur is CF = io|x2, BF = rV2 en BC = 21^, 
dus BC 4- BF =: 2r' + rV2 = i'r|/2, 

waaruil r' = i(|/2 — l)ii. 

Vergelijken wi} nu de waarde van b«>iflc straleu, mei te onderstelleo 
dat zij gelijk zijn. dan moesten wij liehhen 

(1/2 — I) (9 + 2^2) = 6 ^ 1/2 ^ 1/(2 + 4|/2). 
dat ia 7|/2 — 6 = e 4- ^^2 — |/(2 4- V2), 
of 1-^2 4- 4|/2) = II — e^2, 

of wel 2 ^ 4|/2 = 193 - l32|/2 ol I36|/^ =r 191, 
ol «iadelijk M992 =: 36481. Uet blijkt derhoive dal r'>r is. 
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O P 6 A T E V. IP. 155 en 156. 237 

Cf.VI. VoofttTti,. 

Door V, Cu GiLDi»ii»Tiii. 

Door mUddol rim eene fignur io bew^teo dat het godwig 

froiud: 

f S i n m \ / Sim ai \ 

V,* -^ SiH{»- 2fi)) V "^ Sin(a - 2^"'** 

Sm» 

Sin(a — 2»(3) ^ 

.... . giti(» - P)5/h2«P 

gplnk if aan ^. , ., ^ ^, ■, 

® •* . . 5iJi(« — 2^fi)Sinfi 

Opoeio«t dtNir J. van dm Hoiti^, W. nir HkkMt on V. G. 

GUDMBUTIt. 

Ofloming rafi J. vis dik Horvkit. 

Trrkkofi wij uit «•►n willfkfiirig fiutii A (zi« Fi;^. JOS) Iqnwi 
ion<lamjs, dut arhtfrvolgf^iHt He lMwk«*n 0, 2^,-2*d rns. lot 2"9 
ooMoJin, en iie nen wij ïn d^ p«»r0ie Hii*r lijiifti pen punt B «nn^ 
inditm «ij vervnl|{i*ti« hoek AllK = « lijken en KB tol in C %er* 
^ni^en, d^n »nij«lt d^ie lijn aI d«- eerpttrein>klen«;, zoo ilirhll 
«>2*^ ei), 'I gefn oil drietifH*k ABC %rij dui'Mijk blijkt, imniert 
wordt lol de bintmnhfiHifiefd %9n driehiM^k ABC de vvrgelijking 
« = 2»p -|. (7 of « — 2»P = C »erei«hl. 

Do hoeken AIIB, AGB, AFB ens. wnHen no door « «» p, 

« — 2^, « — 2*3 ••ni. ♦«M»r-e§feld , en iw wij nof» de lijnen 

AB. AH« AG ene. = a, a^. a^, o, . ,0^^ en de lijnen fill, BG, 

BP enx. -= 6|, 6^, />j. .ó^^ii Jiiell«*n, nm h«*lihen wij 

BC : A B = 5i«i«0 Siii(*— 2»(3) .d /i,n : n = 5/ii2»|3 5'/n(«^2«(3) 

en BM : AB = Sio fi : Sm(ct — fi) ..1 />^ : a = 5/ii fi : Sin (« — fi), 

, ^tVi(« -- 0)5/»2"0 6»4i 
vaarait terstond - -^ ^ ' -=-.... ril 

Voor het twei^e lid dexer T'r,;«-lijk'ri{; kunnen wij tehrijven 

Nog Inibb' n wij 

ttit welke evenredi({)iideu vul^t 

*« I _ ^4 ^a 1 — •« *• + ! , _ «•+! 

ttodat dan ook 
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6| a O, ^ On a 

6D' wq dus oa «abtlilulie deier waarden ferlrqgen 

^ =(' ^ ?)(■ ^ ?)('*?)•••(' *^> 

waano no nog tlecliu de verhouding der lijden door die van de 
aïnoi>aen der ovent»ande boeken in de driehcieken BGA, BFi 
eni. behoeft te worden vervangen , in aanmerking genomen dat 
5ïii(180 — «) = Sinm is, om eindelijk te vinden 

*! — /^i 4. _*Ü^L_\ ' 1 ^ ^»^« \ 

*, " V '^ Sm{a — 2(3)/ ^* '^ Sin ,a^ 2*fi)J"" 
xoodat uit (a) en (b) de te bewijsen uitdrukking voor den dag komt. 

CL VII. VOOBSTIL. 

Door i« PaiGiA. 

In Mfi gegeven driehoek de onderlinge afetemden ie bepalen 
von hei Mwaariepmni f kei middefymni ean den omgesekrtren 
eirkei en kei dooremfding^mni der ioodl^'nen «tl de drie koek- 
punten op de overeiaande %^don neergelaten. 

OroiLosT door C. J. Mattbbs, A. Péicha, W. var Haamt, BL 
G. Shom, J. tan dbb Hobvbh, R. R. Lit en J. D. R. Hou. 
Oploiisiiio pan C. J. Mattebs, 

Zq, Fig. 106 9 ABC de toegeven driehoek, O het middelpoot 
van den omgeschreven cirkel, O' het ontmoetingspunt der uit de 
hoekpunten op de overstaande egden neergelaten loodlijnen. AU 
men dan door die hoekpunten lijnen trekt evenwqdig aan de over- 
staande iijden, zoo vcrkrqgt men een iweeden driehoc*k A'B'C', 
die gelgkTormig is aan den eersten en viermaal xoo groot, waar- 
van de omgeschreven cirkel O' tot middelpunt heeft; stellen w^ 
AO =r £ en A'0' = R\ vervelens 00' en AA' trekkende. 
100 verkrijgen wq een doorsnijdinirsponi G , waarvan gemakkelijk 
kan worden aangetoond dal dit het gemeenscha p^ielgk zwaarlepuot 
van beide driehoeken is. Immers is in de rcgthoekige ^ ^ i'CO 
en APO blgkbaar i'C = e zr 2AP en A'0' =R'=:2R = 2A0. 
Derhalve heeft men A'0' // 40, bijgevoig A'6 = 2AG. De 
drie in het voorstel genoemde ponten lig(;en dus in «ene regie 
Ign en daarenboven is 0'G = 20G, soodat OG, GO' en 00' 
aieh Tcrhoaden als 1, 2 en 3. 
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Wq willen no 00' Qct iiehalp rut den gegefen driehoek 
tncbteo te bepalen. Daartoe merken wy op, dat 

L AOP = i /_ AOB = ^ C i», 
dos Z. OAP = 90» ~ C, 

Toort. L O'AP' = L B\S' = ÖO» — JB, 

bggwolg Z- OAO' = L O'AP' — Z- OAP = C — jB. 
W^en heeft men 

AO'»=c»— a«+CO'»r=II'«— a»=4««-a»=:4JÏ«(l— ^\) 

~ ^n\\ — SiH*d) = 4R*Coê*/l, derhalie AO' = 2RCo»A. 

De driehoek AOO' geeft alsnu: 

00' = KAO» + AO'» — 2A0 X AO' X CotOkO') 
= Bi^[l -h 4C«»»^ — 4C«»^ Co«(C — *)] 
= iJ|/'{i -h 4<7««^ [£W^ — Co$iC—B)]j 
= Jl^'(l — 8<7a«/rf . CmB . CotC) 

of, bgaldien men eene niidrukking verlangt in de rijden des driehoeks 

„, _ y[ a*b*e*^ (b*+c*-a*) (c «4-a»— 6») (a*+b*-c*)] 
OO _ jj 

_ a*b*e* — 8(S — a*)(S— b*)(S—e*) 
-*^ «(.-a)(.-6)(.-c) 

waar a + b '\- c = 2# en a* -H 6* 4- <?* == 25 gesteld i«. 
GLVIir. VooisTiL. 
2>odr C. J. Hatthbs. 
Trekt me» in twee punien P en Q eener eUipe raaklffnem 
aam deaelve^ die eikander ontmoeten in een pmU T, dan toordi 
de groote a$ AB in haar enfant S met de koorde PQ en tn 
den voet T der loodl^n TT' uit T op die as neèrgeUOen^ 
karmoniêoh verdeeld, Frage naar het bew^e, 
Oplossivo van C« J. Mattbis. 

P 

Zij de f ergelqking der ellips y* = -;^(2«p — s*), dan rijn 

de raakignen aan de pnnten P en Q, wier coördinaten wij m 
en fi, ut' en n' willen noemen 

*^ ~ £^^^ — «•) + ««] 
Door y hieroic te elimineeren , vindt men voor de abseis van 
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het pont T: # = -^ ^jr ;^ — -^ —. 

De Yei^riijking der kminie PQ is lilijkha«r 

« — »' 

neemt men diarin y = O, zoo virLrijgt meo voor de abtcit vmi 
bet tDijfmot 8 met de at: 

wm' ^ m'n 
« — n' 
De a&irfnd T^B is = 2a -^ s 

7a^[n — «') 4- «(«»' — m'n) 
«(n — «') -t- «n' — m'fi) * 
terwijl men foor deu afatand SB vimll 

SB = 2a — #' s — ^ i ■ ■ % 

« — «' 

Het ia nu niet m4H*ijf*lijL iti te zi«*n, 'fat 

T'A . AS = TB ; BS = «(n — «') : a{n — ••') -f- {wm' — mH 

waarmefie hef geal«lde lic^eiifo ia. 

Gkvols. Duiir a = OD te iieii>en, verandert de ellip« in erne 

paralNHil «-n men Vfrkrij};! aUIah T'A : AS .== 1 : |, helieirdf! 

reaiillaal, waarnaar in h»i CXVIll^ vooralel gevraagd is gewoideo. 

CL1X« VooasTBU 

Door F. Rokff, 

Do éoorgtmgen tan een keilend riak Mijn gegeten, a/$moio 
do frojeciiën vun eeno konooniolo ao. ^mge do doorgnn^om 
ton g9%egd vlak Ie bepalen^ a/a hei oeno godooUolgke omeoonio* 
Hng 'om die ao vofhmgl keefi. 

OroiLoiT dow W, Yin Haabst, R. R. Lit, H. G Snoii om 
t. Rottr. 

Opi,o»<siro firn W. vaü H&iUt. 

Laat, Fig. 107, (A'B', A'B'j de gegemie aa en CT£' bH ge- 
gevene vlak zijn. Fl(*nit*ti wij aan, dat de aa niH evenwijdig m«ft 
bet vlak ltio|»t, zondatzij «Ht ut li t |iuni (P'F*) snijdt, dat op de 
grwunct w^/f gevonden woidt. Biengen wij dün , dour een witle» 
keorig fiont (M', M') van de aa. een vlak D'DD*. loodfpjrf i^ die 
IQn, dan moet TH) , wilke limdregt op A'H' diNir hef punt H' ge* 
trokken wordt, de horiztmiale en IHk' die uit D lnodn*gt op de as 
van projeftie opgerigt wonit, dis v4Ptli>(de doorgang van dat vlak 
D'Dfi' aiju, ei» meo vindt geawkidiib, dat dit vlak bet gegewelM 
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4b^M dé IQb (I)E^ D'B*) iltip. V^théé\A\ men zieh nb d» tl 
eeoe loi»dlijn o|i (Dt^ ITE') HëèrgèMlën in hAat in N snijdende, eb 
k«4ir^n (i1«ii. tfitt M »ls iriiddel|iaDt, niet MN hls MMul, een 
etiiel, dan kan men dhién Jilt dé ri^tlijtf uh kütn t^Uit t\Aéi' 
vonnigen kegel betfllbaweo, #ëlkt top Iwl punt P en welkt at 
de lijn AB '194 lerw^l diid het gfegeved vlak dcxen kegel aaoMakt, 
de#^l PAi en DN beide in dat vlak liggen en de Iftatale eciie 
raakl^n \$ aan des cirkel. Alt derhalve bet gegeiren vUk om de 
gegevene et wentelt, lal het - tieedtf een raakvlak aan genoemdeii 
l^el bl^ico en hét komt er dut op anh, de raaklijo en de be« 
•ehff^vebdè l^n in den nieuwen ttand te heptflem Daartoe tlaao 
wi] liet vlak D'DD' in^t hetgeen er in it, op het «eriieale vlaj^ 
rên ded Verticalen «fourgang nt-ér, Aan koaii (E', E*) iti E ea (11% H') 
ib ■« terwijl (D, D') tn D' li^t. DE it alzoo de ueérge^lageae 
doomiedey Waarof» wij oit U eene loodlijn HN laten vallen en 
daannede een ciVkel betchrijven. Zij no NO de oiaat der om* 
wenteling» dan moet O bet oieawe raakpuni en derhalve OF de 
Dieowe raaklqn lijn. Bij het terugbrengen van het vlak in zijn 
vorigen ttand vindc-n wq dan geoiMk keiijk , dat de prujcctiën van 
het raakpubt O^0^en dië Van de halHjn O t^', 0'F' xijo, terwijl 
die van de be^brij^ende t^n volgciil ^h\kè het vlak nu ded 
kegel aanraidit, O'V', Of nioeten iijfi. Het vlak XOLX'^ waahn 
gencpemde heide liffM^n litfgea, ia alioo bet nieuwe raakvlak on 
XX' eo XX' zijn lijne doorgangen. 

Valt bet anqpunt van de aa met het gegeven vlak boiten de 
teekeDingy dan kan men twee loodregte vlakken door de aa lateo 
gaan en met beide deielMe bewerking doen* 

Ia ae aa evenwjjdig aan det gegeven vlak , dan gaat dè tegel 
over in een èylindler. tie bewerking blQif rfeit^AJé, behalve' dat 
men dan uit het raakpunt eene lijn trekt, dié' èvent^ijdi^ )a bdet 
dé aa. 

CIX. V o d i I ié B L. 
Dodt^ ÈL. 3. Kirt#Kirftrüi>. 
ik Ben ^Ao^ tfi de éègentiende eeuk>, it^ cif/êr mtfUer ge- 
tÖorteMdHd éei^eérieid met het e^fer der ttëniollèft vén dëk, 
dag m^r geboorte ie 3^ {O -h 1^[6 + ^(0 -H <^i^.)]] > f^ 
e^fer der eenheden têk my« geböortejdhr ie gei^k aan dat tan 
de» dag , terwffl het c^fer det tiisntaUeh von den dag | tan da$ 
tan kei geboottèjüar té , è* het aemtal Jtitên b^ mifn$ getooHe 
«on de negentiende eeuw alrètt verhopen, uUgedrakt in een 

Q 
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ialfteiêri welke grondUtl pier minder %$ dan ket oyfer der een- 
heden, 1100 bedraagt. Frage naar den daium? 
Omiliwt door W« vhu Haaict, J. vaii »ii Hobtbv^ A. J. 

KlBüWKIIBDU , M. G. SlIOBB 0» R. R. LlT« 

Onoumo van \^'. tak Baaist, 
Star meo mag oodersiellen, d«t de Heer N. vóór 1860 geboren 
it, aoo kao het cijfer van de lientalleo van den geixMirtedag , 
hetwelk } van dal van het jaarzqn moei, niet anders dan 1 en moet 
dot dat van het jaar 3 ai|n. Uaarnit volgt dat hij cgne geboorte het 
getal virloopene jnren dezer eenw hoogalena S8 en minstens 29 
kan bedragen. Siellen wij no het grondlal van het atelael waarin 
idat getal geschreven is «, dan moet «^ -f- s^ grooter dan 28 en 
kleiner dan 39 sijn, derhalve 3, waardoor s*-f-s^=r30 wordt. 
Het geboortejaar is aUoo 1837 en de dag de 17* der maand , 
waarvan het cijfer, als wij het y noemen, nog bepaald moet wor- 
den oit de vergelijking 

y + 1 = 3iKfe + |^[6 + ^(6 + enx.)]}. 
Stellen wij y -f- 1 = 3Sy dan is 

« = ^ {6 + ^[6 + ^(6 + enz.)]} , 
of wel M = ^(fi -f- «), dns *» = 6 + js, 
of «• — » = (« — l)js (j; + 1) = e = 1 X 2 X 3. 
Derhalve s = 2eny = 3s— -1=6, 

dat dan wel de maand Hei zal beteekenen 

CLXI. VoOlSTBL. 

Door M. Hbre. PiainTSL. 
Ifel behn^ van de analytische meetkunde den hoek die door 
twee gegeven l^nen OA en OB gevormd wordt , in twee gelyke 
deelen te verdeelen, 

Onblost door J. van bbb Hobvbr » L. G. B. Botmicins , W. 
tAR Haabst, H. Hbrb. PiaBHTBL, R. R. LiT en H. G. Srobb. 
Oplossirg van J. var dbb Hobvbr. 
Zijn de vergel^kingen der twee gegeven lijnen y = cjp -f- ^ 
en y = a'w -f- b\ dan bepale men vooreerst de coördinaten van 
haar anijpont, waarvo r men vindt 

A — 6' , oA' — a'b 

De gevraagde Ign moet door dit sn^pnnt gaany eo zal dus tol 
vwgeiykiQg hebben 
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«4' — a'b ^ / b— b'\ 

a — a' \ a — a J 

wurin nu nof; alleen ^ of de tri^Dometrische tangenf van den 

boek roet de abcitten-as bepaald behoort te worden. Bijaldien 

dan de hoek dien de beide Iqnen onderling maken = 2« gesteld 

wordt, is blqkbaar 

— ^ ~ ^ _ A -^ a' 
Tqnga - ^ _^ ^^ — VTTl' 

waaruit (« — ^ (I -f- a'J) = (^ — n') (1 + a-dt), 

2(1 _ aa^) 
en na herleiding jfi -f- ; — J —1=0. 

wette tweedemagtsvergelqking opgelost, geeft 

zoodat wij Toor de verlangde vergelqking hebben: 

— (««^ - O ± l^(» 4- g^) (1 + O 

waarin de bovenste teekens b^ elkander behooren, evenals de 
benedenste; het tweeledig antwoord heeft betrekking én op de Jijn 
die den hoek selven, èn op die welke den supplementsboek mid- 
dendoordeelt. 

CLXII. VOOBSTBI. 

Door H. HsHt. Pimsht^l. 
De tmêeikumiiige piaaiê ie bepalen der êfUjpuMieH won twee 
maU^nen aan eene pfurabeol die êieede deneelfden koek vpnnen. 
Omilost door J. vait dis Boivaii, H. Hbhr. Pihirtbl, W. 

VAN BaAIST, J. H. ScBÏPBBy L. G. B. BoDBIClD^, M. 0. SffOBB ' 

en R. R. LtT. 

OnossiiiG 9an J. vau dbb HobvBii. 
Zij de vergel^king van de pnraLool y^ :=z ps, trekken wq dan 
in twee willekcaiïge ponten (m, n) en {m\ n') van deze kromme, 
de raakiqnen ny = i/i(jr -+- m) en n'y = ip(9 •+. «'), die den 
•tandvactigen hoek a vormen, zoo hebben wq: 



Taitg» =: 



nn' 
Q2 
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Nu U, omdat beide pantcn (m, n) ea ^m'.n') in de parabool Kggen 

fi^=/>iiieQfi'^=pm', waarvan het vernchil «*— ii'*=p(jfi — m*)» 

m — m' « -»- II' 

doa r = > 

II — f»' p 

Het anqpnnt ooier twee raaklgnen viodr men terder^ door s 

OD y op te lotaen uit denelver Tergelgkingen | te weten: 

fi -• li p 

« r = iP • -T TT = i(* + "O» 

•I — I» 
iqnde dit anijpunt een poot der gevraagde meeikooatige plaata. 

Nu ia « -f- **' = 2y ^D mi' =r ps » eo hieruit viodt men 
gemakkelijk n — n' = |/((ii+»0* — 4"«'] =K*»* — ^«) 
= 2i/(y«-p*). 

Wij behoeven nu alleen de gevonden waarden van im' en « «* n' 
ia de waarde van Tang» over te brengen, om te vinden: 

^^ 4ps-^p* 4jr -f. p '* 

welke vergelijking na herleiding, voor de gevraagde meetkon- 
stige plaats geven aal 

y«= g*Têng^a + ipjr(Kwiy«ai + 2) + ^p^Tmg^m, 
gevende naar behooren voor «e = O y^ := pjr, of de ooraproDbelijke 
parabool, terug. 

AiiiiiBiKtR« t>af» M. H. PmaTBi. 
Ten einde de midiMpontaverg« lijk ing 4ev gevondene hyperbool 
te verkrijgen, acbrijve mes deg«%onden uitdrukking onder d^ien 

T" T.^tJ. ^ p{Ta ng^»^2) y^ p«(r«.y««-|.l)_ 

of y.-.^T«V«-H5;£ï; = 0. 

P(rcitf»«» 4- 2) 
waarin j?* = « -h — r^ j ^ genomen w. 

4l(Mlg'« 

Tan de beide takken der hyperbool zal die, welke het digtal 
by den top der parabool gelegen is, de meelkunaiige plaats z^o 
van de snq punten der raakt ij neo die, van de parabool af gesieo, 
een atompeu hoek a met elkandrr vormen, terwijl dan de andere 
tak liehoort bi) eene hoek waardij a' == 180^ — O. 

Voor a ^ 9(P vindt men uit de vergelijking s' = O, toodat 
in dat geval de hyperbool in eene regte lign overgaat. 
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CLXIII. Y o o 1 • T I L, 
Door J. H. ScBiPKB. 
Fmge maar de middelimniêtergei^iing op regtkoekige ai$9n 
der meeiiunUige plaaie van de en^punten der ratfki^nen aam 
eene eUipe^ die elkander ander gelijke koeken «Hjypflbn. 

Onilost door W, tak Uaamt, J. H. ScBapii, J. tab bib 
HoiVBii, L. G. B. Boomcicfl en R. R« Lit. 

Oflomih« 9011 W. VAB HiABST, J. H. ScBaFBB om 

J. TAN DBB HülVBlf. 

Zq ib*#^ 4- a*y^ = a^A^ de vfirgelijking der eliipt, dan it 
die "VMi de reaklijn aau e«?nig poot (m, fi) 

^>im + a^ny = ii'&> (a) 

en aan een aoder ponl («•', n') 

6»m's +. a«ii'y = a«6* (b) 

In het tnijpunt der raaUijoen moeten de oiordinaten #> y aao 
bei<it ▼ergflgkiD|;en voldoen. Qaar (m,ii) ea (m^ii') ponten der 
ellips zijn, hebben »ij nog: 

4»»» 4- ««ut — an^ (o) 

*«*•'• -h a>ii'« = aH^ (d) 

en daar uit de Iwee vergelijkingen (») en (b) Mykl, dat de boeken, 

b^m k*m* 

die de raaklijnen met de abfcissenas maken — — r— en — -r-T 

tot trigonometritcbe tangenten hebben, kk> vinden wij nog» ala 
wq den hoek der raaklijnen onderling m noemen: 

_ a^n "*" a^m' _ aH^jmn^ — m^'m) 
Tang a _ ^^^^, _ fr*^^/ ^ ^%^» W 

Wij hebben dos vijf vergelijkingen, waaroit m» fi, •»' en n' 
geëlimineerd moeten worden, alawanneer de vergelijking in 9 en 
y die men overhoudt, de gevraagde meetkanatige plaata zal voor» 
atollen* De vergel^ kingen (a) en (c) geven daartoe 
a*n«y* = a*A»+^*m«*> — 2«»A*iii« = a»A»y« — «*A»m«y», 

2aH^a «*(*•-. y*) ^ 

waarail m* — -t— ; — y m -f- XT"^ T^ = ^> 

6«s* -f. «*y* **jr> + a*y* 

evenioo de vergelijkingen (h) en (d): 

«3 
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Aangeden m en m' in 't algemeeD lolleo Terschtlleiiy volgt 
daaniit 

' , _ «*(*» - y*) 

en «M» — ^,^, _^ ^,^,. 

Dit (a) CD (b) heeft mea verder: 

_ a*b* — b*ms _ a*yqzsi/'(b*M* + a*y* — a*b*) 

a*y b*9* 4- «'y* 

^ _ a«t«— b*m'r _ a*y ± *>/^6**» + a«y« — •«** ) 

* — «ty — * X ^,^, _^ ^,^, 

Schrift meo na kortbeiddialve P »oor b*M* + a*y* — o'i*, 
zoo heeft men 

bijgevolg nm' - mi.. = ± 2,«6« X '"^'*'*,^/^^l:^'*'''\ 

terwijl AW+ a»»«'= ,^b^x^^P,^*^^\ 

Sabttitaeert men eindelgk deze waarden in vergelijk infj; (e), loo 
verkrijgt men teo laatste; 

of [(#« + y«) - (fl* + b^)y Tang^a = 4{6«s«+ ii«y*-a»A«) 
YOor de vergelijking d<*r meetkonstige plaats. Stelt men daarin 
01 z= O, 100 vindt men: 

b*s* -H a*y* = a*A*, de vergel. der oorspronkelijke ellips, 
en s* «H Sf' = OD , een cirkel met oneiodigen straal; 
welke beide blijkbaar voldoen. Neemt men » := 90^, loo komt er 
een enkele cirkel voor den dag, met een straal = l/{a^ + £*)• 
Voor eenige andere waarde van at, geeft de vergelijking twee met 
de ellips concentrische symmetrische gesloten kromme lijnen, waar» 
van de eene bg den hoek », de andere bij deaselfs sopplement 



en m 
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behoort; terwgl geiegiie cirkel luMcheD beide id gelegen ia. Ware 
in atede fan eeoe ellips een cirkel gegeven, dua b z=z a^ zoo 
atelt de Tergelijkiog in 't algemeen twee cirkels voor, vraarvan de 

eeoe tol atraal heeft --: , de andere . 

Sm ia' Coê ia 

CLKIV. VoOBSTtL. 

Door J. H, Scaapsa. 

Bijaliimi in de eprofgende jnmfefi P, P' ene. eener kromwêe 
ly» PP', waarvan y = f{a) dê verge/yking M de regikoBkige 
coördinaten is, loodl^nen Pp, ?'p' bhm., opgerigt warden op dia 
poiaire ordinaten OP, OP' ens. dier punten, aoo vraagt men 
naar de aigemeene vergelijking 9 = ^(^) der kromfoe pp' door 
de eueeeseieve doortnyding der toedienen beeckrevent met toe* 
paeeing op de pafobooL 

OroiMar door W. tah UiAiST» J. U. Sciüpib a» L. 6. B« Bou- 
Bicioa, 

OrLoaamo van W. van HAAaat. 

OfaehooD de gegeven lettera achijoen aan te duiden | dat men 
de pool in den oorspmng onderstelt, willen wij het eerste gedeelte 
der vraag meer algemeen opvatten , door aan Ie nemen dat de 
coördinaten der pool m, n zijn. Noemen wij de coördinaten van 
twee wiilekeorige punten P en P' der kromme, door de vergelq* 
king y = /(s) voorgesteld, (e, b) en (e', b/), dan ia de verge- 
Iqking van de lijn OP, die door de ponten (wi, n) en (a, 6) gaat, 

b — ift on ^^ bm 

y = s H , 

a — m ö — . m 

en alxoo van de l^n welke in P loodregt op OP ataat, 

a -^ m a' -H 6* — am — bn 

» = -ïTr^»+ T^r;. ' 

en van de loodlija door P' 

»'—m a'* 4- *'» — a'm — b'n 

» = -FTr-;r'+ b'^^r;. ' 

Wg tallen na de coörlioaten van het inijpunt vinden, door uit 
de beide laalMe vergelqkingen de waarden van • en y op Ie lot- 
aen. Slellen wg te »' en y', dan vrrlrqgen «ij 

" (a — iH)*'—(a'—m)i — («• — «> 

*" * ~': (6— »)a'_(6' — «>i -(*-*> * 

Q4 
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Zoodra du PP' =i dt «ordt, is het snqpont een puot van de 
gevraagde kromme, en wij zalleo daarvan de coördinaten £, K 
verkrijgen , alii wij a = 4r, 6 = y, n 'zïz x-^dsenb'z^y^df 
stellen. Deze waarden in s^en y ' subfititoerende , vindt men, mei 
wi'glating van de twe<Hie oiagfen der differentiakii , eo na teUeM 
en noemers door d» gedeeld te hebben 

[.(, _ iH) - (y _ »)!] ^r- (2* - ••) (y - «) 



^ = 



(*-••) J - (y - •) 



en ip = . 

(,_,„)>_ (y _ n) 

DewQl voortf y = f{s) en ^ r=: /|(jr) is, kannen beide in s 

ds 

nitgedrnkt worden, eq men «al derhalve ife laihmgde vergelijkiDg 

verkrijgen, door Insschen beide gevondtn vergeiijkingeo « te dioit- 

neren. Het lal dan eene vergelijking s^n tnsichen |, ^^ m, n eo 

de stand vasrigen die /(#) bevat. Ism=:0 en f| = 0,»io 

valt de pool in deo oorsprong der ct»ördiBaten, en de vergeiijkiageo 

i^n nlsdan 

« = é^ «" = Ty • 

Zij na de vergelijking der parabool y* = p' » dos y r: |/]ps en 

-- = ik^, dan wnrjj ^r=Sjr+pen9=^ — Zarf/'f , 
ds s ^ '^ p 

waarnit 27pij* = 4(^ — p)». 

AARitaKiüG van J. p. Scsaua. 

Opmerkelijk i» de overeenkomst der voor de parabool hier gQ-, 

vondene kromme met de onrwondeoe der parabool, waarvan de 

verj^elijkmg is 27p(3« = ie(« — ip)». 

(XXV. VOOBSTHI. 

I^oor J. H. ScRirn. 
In de ondertielling van hei vorige voonf€{ wardi gevraagd 
de lengU Pp in eene /tmeüe van s en,y mé fe imkken; 90oH$. 
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ab «Mfi Men weef cfatf f ^ fup m, <b oonfrmM^ke vfrg^ 
l^kimg y r= J(m) ie vinden. 

Onilobt door J. H. SoiaFii en W. vkn Ha4IST. 
Opu>tsi]i« van J. H. Scoirit. 
Voor óe gevraagde lengte Pp hebben w] blijkbaar 

y 's? 

eene aitdnikkiog, die lieh door grooten eeavoMd ooderacbeidt. 

Tfal h(al tweede gedeelte der ?niag betreft, loo houdt de on- 
deratcflhig | ^ fur, blijkena de oplosaing vao het Torig voorate), in: 



fis = 



('»- y')^-^ 






of i^— (» -" ^) *y 

dr "•(• — 1)*»+ y»' 
«elke di0bcotiaal«prg4>li)|(in£ ^Inlegreeid moet wordtn. Hierin 
lal men het gemakkelijkit «Ivgen met « = «y Ie «tellen, «aaruit 
volgt ds =: mdjf + ydm, ep Toortf n^ geringe herleiding: 

y — 1 + •« ' 

waanaa d« i n tygn wl i» 

N.Logi = i(« — 2) ».L<^(1 + »«) + It.LogC, 
wtUkt «ok eodfü deien form kan worden geaehrcTen: 

heratelt men ^ierin de waarde - foor i*, %oo verkrijgt meo Tpor 
de gevra^iyjl^ functie 

>«--«= C*(*«+ y«)»-»- 
Stelt men hierin tot een voofbr-eld « = 1, loodat | :=? # i^ 
aoo gaal <e qver vi jr' -f- y' == C, 
dat it, gt^l^k b^ebpofl, de middelpaniavergelijking \È^ fi(n cirkel* 

CLXVL VOOBSTBL. 
Door J. TAV DBB HoiVBlI. 

JKm vffwaifl noar de waarde der bepaalde integraal 



/■ 
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OrauMT door L itan dim Hobtih, W. tah Haaest en R. R. Lnr. 

OpLotsiHo ran J. var okb Hobvbv. 
Heo verviuDge in den gegeven vorm # <— > a door fp^ dan gaat 

hq over lo y = '•yV^^' 

daarna atelle men « = ir, en hij «enndert nogmaait io 



(* + F)* 



No make men , =: «*, waiirdoor 

1 H- P 

'-ïT7^*-(rTi^«' *■*■'- — nr? — 

Indien men no nog vooraf onie aitdmkkingi in aanmerking 

genomen dat d.. r= — -r rr is, onder den vorm 

b ^ p (6 + P)* 

(Mchreveo he«ft, dan tal er na sabatilolie ieralond komen 
__ k-d ~ P') / * 2(1 - .»)rf« 

* + p y(l-|-,«)^.»(A_l)4.(A+ !)}• 

De breuk naar l>ehooren ontbindende en voor de partiële breoken 
Am -i- B Cs ^ D 

1 + .» s»(A _ 1) + (A ^. 1) 
itellende, vindt men A^0,S=z2, C^O,Dz= — 2b 

"^ y i+p ^yi + a» y,«(*-i)+(i+i) 

en du na iniegialie Tan den tweeden term: 

of, omdat « = K[(l — p) : (1 -f- p)] i«, 
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Omt no p = ——— CD & ==. - is, too terkrqgen wq dndelqk: 

Ma •• F(« +r) = O, en ^(a - r) =«• - -_^_, 
derbalfe het nevraagde, «>f 
y =y*' fj,^{r« -(»—)»} = F(« + r)-.F(.-r) 

OvLonma «on W. vah Haaut. 

Stellen w^ s — a -s^ %y dan i$ 

_ AKr» r» »«) A(r - «) . /+» 

■*— (i+a)« (H-.)» ^T^% 

»~ •' + » . . , 

Z9 mg = p', iwtron TOigi 

r(p« ~ t) ^ _ (« + *-)p*+a — r ._ 2r 



* = ö^nriv* 



nodat «% = 8r* x r-j 



(P* + l) ((« + ••)?• + •-'■>' 



8r» p*<b 



wordt. Hierin noe m* «oor ■ «cbrSvende, beeft men 

« 4- f 

»-"(«+ r)»y p« + 1) (p« + «»)•• 

Digitized by CjOOQIC 
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Door doe bfenk in me^r eeDvondigt te «erdeelen, Tcrkr^gt emd 

( Jp*+l Jp*+m*^ '^ •/(P*+«*)*J 

of, daar «i» = l-H-^ en «» - I = ?L- i,. 

« + r a + r • 

J pHm* m »m o— r ^*^(«-r)(r— «+•) 

Wq finden derhalve voor de al^emeeDe inlpgniRl 

r — *+ a 
en dat, genomen tauchen de grenzen (a — r) en (a •{. f): 

tf =i w y ü-i U^ 

CLXVII. V o o B • T t i. 

Door R. LoaAiTo. 
Do mli^niüm 

/• "^ r (c - *) «fa 

y (c — ») !/'(* — o) (4 _ ,)'y ,/(, _ a) (ft — *)' 

/e^ - g ) (A - g) ^ 

l9 9tiiobn, ms/ ^Ati^i Min goniomeiriêcks ftsneHën. 

OrGiLosT door R. Lobatto, W, vah Haabst mi R. R. Lit. 
Oplossihg van R. Lobatto. 

1. f ^^ 

•/ (c-*) |/(* — a) (* — JT)' 

Stellen wij io de eerste plaaau e^^rssy, c — a^ift» 

O — £ = « , dan Te^ndert de int^nal in 
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-A 



yVim — y) (y — »)• 
«•llw WMrde mca ook Mhrti«eD kan: 

-ƒ■ * 



'-|(^-)'-('-(^))T 

Stellen wij thtms m-hn r= 2c-*-a<->£ = 2p, fii — n 
:^ 2q tn y — ji = } Cm ^. Mie ruit volgt 

waardoor de voorgaaode integraal zich onmiddellijk berlvidt loMe 
bekende 

Jp^qCo»<p K(p*—9*) V + «/ 

- *^t9» - p«) ' ' ) »X(ï -p) ÏJmsl^ - i^iq + p)} 
naankt p^ ) of ( 9* iê, of wel Diardnl c — a eü ó -^ b 
al dan niet met faptielfcle feekeo sijn aèngedaafi. 
No is Cos^ = c -^ 9 -^ p 

ï 

^ "^ l4-£7oa^ c— (p — g) — s 6 — «* 

(r-.)H*-a)(A-.) 

Kc — «) (c — i) *|/(c — a) (* — ») 

„f _ ^ y j t^C*-*») (*-«) + K(c~«)(^y) 

|/'(c— •: l6--«) * yib—c) («—a) — 1/^(0— a) (A— ») 

2 y ^ i M&-«;) (^-a) -t- |X(«-a)(A-^) | 

- ^'(o-«)(*-o) *| K«-») j' 

naet wrgktiitg \an een couttanten botor in den noemer. 
Hiefttii laai lieb gemakkelijk afleiden: 

dg 



fl 



(o— jr)|^(»^«)(s— ft) 

2 -t^^L=J}^!L:=Jï 



"~K(« — «)(« — *) '"(«-*)(* — a) 

Ke-«)(«-*) ( K« — •) J 
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(e — s)d9 



II. 



/ > (e — > s)d9 
Ks — •) (6 -. #y 



Vao detelfije «obMilutiën aU voreo gehrntk iiiak«iidey sal bcd 

tentood vioden dat die integraal zich laat herleiden lol 

/(p -h qCo90) d0 ^s p0 ^ qSm0, 

« • ^ A. ^ — * — P ^ i(g -4- b) — 9 
Ha it t7(M^ = = — 777 't: , 

das g«ii0=:|4(a-h/^)» — **— O*] = K* — a)(i — #), 
derhalve 

m. /-tj . - .) (t - .. ) j^ 

Door toepassing wederom derselfde sobsitluiiën gaal deie inte- 
graal o?er in 

/ q*Sin^(pd<l> _ A P* —q^Coê^0 — (p^ — g') ^ 

= ,* - ,5i»<^ - 2|/ö»* - ,») JB. ÏJ'-VI-'^^y-vW 
= (2c — « — *) fi.5ïii|//~^^ — K* — «)(*- *) 

- 2^0 - .) (c - 6)g.r«y^ .g-;>;;~g . 

ttjnde hierbij ondersteld e ^ h ") a. 

Voor hel geval van 6 ) c ^ a, 2al men, den laatsten term io 
eene logarithmische fandie veranderende, hetgeen gesehieden kan 
met beholp der vergefijking 

tol oltkomst verkrijgen: 

(2c — a— i)^.^»!/^^— |X(» — a)(/^— #) 

^^v^{c^a)ih^)N Logy^ P^^^:^^ 1. 

Door de opgegeven integraal te vArmentgvoldigen roet j/ — 1» 
ep hierb^ toe te passen 
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»/'— 1 B.Siuty— 1 = W.lo(^i/'(i + •*)— «], 
verkrijgt meo grmxkkrlijk de oavolgende integralen: 

/ ^*^^'"'^'^'^ ds={2e-a-b)». Log {y(b—s)^i^(a—t)) 

-^i•-•)(*-*)+2^^«~ •)(*-«>» '■«v»/^^"] 

-2i/(«-.c)(*-c^.i«^j p;^^-^^ '- ^j, 

-l^s-a){s-b)-2i^{c-a)(b^c)B.Tangiy ^^^^^^ 

+ 2Kc-a)(c-fc)iV.L^;-l ^(.j;) — ^j. 

CLXVIII. V o o ■ 8 T 1 L. 
Door R. LotATTo. 
JDe iP(M|nIni rim ir, y, s en f te bepalen uii hei mn>olgend 
eielêel vergel^kingen 

o* + *y + c« 4- A = 4, 

a«jp + ^ + c«» -h £« = il«, 

a's -f- ^ 4- <ï*« H- «P< = 4«, 

^s + b^ + e^M -h dH = A\ 

wonder daarbif eenige methode van eUminaiie toe te paseen, 

Okilost door R. Loiatto, W. var Haaist, J. vau dib Hoi- 
VEH en R. R. Lit, 

OrLosttHo van R. Loiatto. 
Wg kooDen io de eerste plaats de i^egefeoe ▼ergelijkiogeo 
eenigzini vi*reeDToudigeo , door te stelleo 

0»:=^ Aj/, by = Ay', ca = ^«', di = ^<', 
aliiraoneer zij overgaao io de volgeode 

a?' + y' -h «' + *' = 1, 
09' -h by' + ca' + dt' = A, 

aV + ^y' -+• «»«' + <*•<' = ^. 
Herken wï) thans op dat, aangeiien aan die vergelijkingen slechts 
door eMi enkel stelsel waarden van ar', y', a', V kan worden vol* 
dMD| men ^ io hei geval Tan A ^^ a^ noodiakelqk ttl hebben 
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M' = 1, y '= O, Mf = O, I' =r 0. 
Id het getal van ^ = A, «r' = O, y' = I, «'= O, r'±= O, 
» » ji » ^ 3= c, «^ = O, y'= 0. «'= 1, i'iiiO 
» » » . i# = d, #' = O, y ' = O, «' = O, «' = 1, 
Kieruit blijkt aixoo) dat de waarde van m' ïq dier?o<^ moet lameo» 
gesteld iqof dat zij verdwijnt loo wel voor A i=zb êU voor Az=ze 
etï A "S^ é; dat zij derhalte éen factbr Étl riioetéD heblieb vao 
den vofai 

{J -Vf{d^ c)r (^ _ d)r, 
en men dot «tellen mag 

* = (^ - 4y (^ - c)f (^ — ifx jr, 

wuria da CMtor X nug overig biijfW ie hepak-n. Daar echter 

« = 1 wordt voor 4 = a, loo volgt uit de voorgnaode waarde 

1 = (• ~ Ay (« — «)» (• ~ d)r X X 

d«h.Ue ,^(^-^^(^-oM^~^^ 
(a — Óf (a — c^ (^ — <f)r ' 

welke oitdrakkiof; rian de gaffelde voorwaarden voldoet. 

Hel lal thaoa niet moeijclijk vallen Ie befoogen , dat de nog 

onbekende ezponenlen py q, r elk in liet bijzonder gelijk aan de 

eettbeid moeten zijn. Vooreerst \t bet duidelijt i^9i zij («'en 

breuken kunnen voorttelleo , dewijl anders jr Inëèr óéii een «raarde 

zoade verkrijgen , strijdig met den nkfd der Vergelijkingen* Z^ 

kunnen evenmin negatief zijn, vermits » alsdad Oneindig groot zou 

worden voor Aii^zh^A-rr-t^Adtd. Onderstellen wq ihaos 

dat s gegeven , doch daarehtegen d ütibekeod ware , dan is bet 

ait ^é t^ijze van zamensielfing der gegeieh vergelijkingen ge- 

malkéiqk in te zleo, Ait ét eïndvétgeltjiing tef bepaliiig Ht d 

atrekkende, nimmer tot een bpogpren gr^d ditn defi Akr^ittï ioo 

kunnen ktimoien. Bèac^hmiwl men dééfen^egen de hiervoren ge- 

VDodetl^ waankft vat) «, d»n lal deM, ter bepaling vaw si iirt s, 

eeoe vergelijking van den graad p ^ q -^t oplevet«n» Dèrbsive 

moet p ^ q *\' r si^ zijri, en Mir geeÉ dezef expooAllen nol 

kan zijn » beeft men noixlzalèl^k p rz g rr r r:: 1. 

Hieruit volgt daa 

_A ^ _ A {A -^ Vf{M~ c) {A — d) 

' ~ "a * ~ a {ü— b) (ê — c) {a — dy 

eo omdat eene terwiMling %*;idf d en' b, i doei overgaan lo y- 
faèefk meé' 

^ _ A^ _ A (A ~ ö){A ^ e){^'^ d) 

^ ~ * * ~ 6 (6 -. «) (6 — «) (A — rf) 
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60 op gdgke wign 

_ A , _ A {A — a){A—h){A — d) 

,-éjf- MA'-fi){A-h){A-c) 

* ~T ~ d {d — a) {d —h) {d — c)' 

CLXIX. VoomtTBu 

Door A. A. T. Lidbbobr. 

Aan eenig pmU der cyehnde eene raak^n te trekken, Monder 
differeniiaalrekening U gebruiken. 

OroBiosT door W. var Haabbt, J. tan dbr Hobtut mi 
A. A. T. Lbdbbobi. 

Ofiomihg iMin W* tan Haabst. 

TJq ACB, Fig. 108, de cycloïde, P het gegeven pont en GD 
de voortbreogende cirkel, dao it het gemakkelijk den cirkel te 
ooottroeren, alt het beschr^vende pant in P gekomen is. Immers 
moet het middelpant op de lijn HE liggen, die uit H even- 
w^dig met de basis getrokken is; en , daar het middelpunt 
H' op een afttand gelijk aan deti straal des voortbrengenden 
cirkels van het pant P moet liggen, zal dat middelpnnt het 
snqpont zijn van de I^n ME en den, om P als middelpnnt^ met 
GH als straal beschreven cirkelboog. Trekt men nu WV lood- 
regt op de basis, en vervolgens FP, dan is het klaar, dat in het 
punt P een element der cycloïde tevens een element zal zijn van 
den cirkel , die , om het pont F als middelpant , met FP als 
straal beschreven kan worden. Maar dan moet in dit pant P 
de raakl^n der cycimde tevens raaklijn aan den cirkel zqn, en 
omgekeerd. Door dan PQ in P loodregt op FP te trekken, 
zal deze Iqn raakl^n aan den cirkel en bijgevolg raaklqn aan de 
cycloïde zijn. 

CLXX. YOOBSTBI. 

Door A. A. T. Lbdbbobb. 

Aan eenig fnmi eener epicyeUnde eene raaktyn te trekken^ 

Monder daafbij gebruik te maken van differentiaalrekening» 

Opauost door W. vav Haabst, 1. vau dbb Hobvbh en A. A. T. 

Lbdbbobb. 

OffLossiaa van W. van Haabst. 

Laat ACB, Fig. 109» de gegevene epieyoloïde en M het middelpant 
van den vasten cirkel zgn. Trekken w^ dan AB, en nit M eene 
loodlqn, die haar middendoordeelt, dan is C dé top en CE de 
middellijn van den voortbrengenden cirkel. Halveerm wij deze, 

R 
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dan it M' het midddpont. Betehrqfen wq fervolgent, met U' 
alt etraaiy om M alt middelpaot , een cirkel , dan aal, bij de 
betckr^fing van de eptcyclmde, het middelpont Het bewegendeli 
cirkelt tteedt op dient omtrek liggen. It na P het gegeven poDt, 
dan lal, alt het betehrijvende pnnt hier gekomen is, het middel- 
pont op een a&tand gel^k aan den ttraal CH' ?an het pont P 
vervqderd lijo , loodat , alt wq met CM' alt ttraal om P ali 
midddpont een cirkelboog betchriJTen, die den cirkel M'N in N 
tnqdty het tn^pont N het middelpunt fan den bewegenden oAd 
zqn zal. Trekken wg dan HN en OP, dan aal in het pnnt Peen 
dement der epicycloïde tevent een element aijn van den cirkel, 
dien men om O ab midddpont met OP alt ttrad betchrigveD 
kan. Blqkbaar moet dan QQ', wdke in P dien cirkel aanrukt, 
tevent naklqn aan de epicycloide xgn. 

CLXXI. VoOBtTBl. 

Door W. TAH Haaut. 
De vergtmUng van een cirkel en de coördimiien wm een 
pmU oir pool syfi gegeven^ vrage naar de vergel^king der poel' 
Ujn benevene naar den a/etand dien deae van het tniddelpUÊU 
dee eirhek heeft. 

Op«BLOtT door W. YAH HAABtTy Wu G. ShOBM, J. TAll DSa 

HoBTui, L. G. B« BoüBiovt en R. R. Lit. 

OrLottivo van W. vah HAAitr. 
Zq de vergelijking det cirkelt 

(,_fl)3 +(y_5)«=r* ...... (a) 

en de coördinaten der pool p, 9. Laat dan eene willekeorige Iqn 
y =s flPMT -f- « door de pool gaan , dan wordt hare vergel^kiog 
y — j=:« (jp— p) of3r = ffijr4-y — ffy. . . (b) 
Zoeken wij nu de coördinaten der beide ponten, waarin deie 
Iqn den gegeven cirkel tnqdt, door s en y nit (a) en (b) op te 
lotten. Daartoe geeft de veigelqking (b) 

y — h=^m{w ^ a) + q'-^ b — m(p — a), 
en dot| in verband met (a), 

+ {Mp -•)-(?-*))* 

of («» + 1) (• - o)* - 2i« {^i. - a) - (f - i)} (» - «) 

= r»-{m(p-«)-(,~i))». 
of wel 

^•^^ ü^Ti — ^ ^ ïïMn — * 
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«■aniit meo nndt 

CD dan woïdt y— * = «•(»—»)— {«•(/'—«) — (« — *)} 

De bovenite te«keiii behooreo bij bet eene, de onderste big bet andere 
tn^pont. Stdleo wij ahoo de coördinaten van bet eene anijpant 
êy i en die van bet andere «, r, ter bekortingflM(f>— a)— (9— &) = (} 
nemende, dan xnllen wi) bebben 

*"""" «» + 1 '*" " «» + 1 

jjjj-j-j en t»-ft -j-j-^ 

Ha is de vergelijking van de raaklijn aan bet pont a, I des gegeven 
cirkels: (jr — a) (a — o) + (y — h) (« — A) = r», 
en aan bet pont u, v : 

(* — a) (w-a) + (y — b) (ü — 5) = r>, 

«C-H(«' +'»*-«?') X (.-.) 

m* + 1 

Voor de coördinaten van bet snqpant dezer l^nen verkregen wg 
terstond , door de tweede van de eerste af te trekken en daarna 
door |/{(m> +1) r* — fi*} te deelen, 

i?| — a = — ^yi — A), 
en, dit in de eerste sobstitnerende, -* QCyi — A) =? r*9 waaruit 



en 



~i = — ^=r — 



.a 



l2~ ip,(p_a) -(,-*ƒ 

_ mr* 

en dan wordt 4Pj — a = . x / tv * 

Voor eene andere willekeurige l^n, die door bet punt p^q gaat 
ril y = m*s + n' tot vergelijking heeft , zi]n de coördinaten van 
laatstgenoemd snijpunt evenioo f 

R 2 
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r» 



De Iqn dan, welke door deze beide tn^fmnten gaat, al de pool- 
Iqn liJD, en, looala bekend i», wordt hare vergel^king: 

a n n f MM*^ 1 

of na herleiding: 

(r-a) ip — a) + (y — *) (q—b) = r*. . . (e) 

Laten wfi nn oit het middel pont «, b dea oürkela eene loodligo 

op de poolUjn neèry dan ia hare vergelgking, daar uj door het 

pont a, i& gaat, V — ^ = ^3:^ (*~*) W 

Hieroit blqkty dat de Ign, die het middelpunt dea cirkela met de 
pool Teraenigt» de pooUijn regthoekig anqdt. Loaaen wij *, y oit 
(e) en (d) op, dan vinden wij voor de coördinaten van het voet. 
pont dier loodlqn: 

p^a^ q — o q — b 

Nn ia de afttand van het pant jr, y tot a, £, ala w^ dien d noemen, 

en noemen vrq den afstand van de pool tot het middelpont i\ 

dan ia d' = ^^ ((ƒ> — •)' 4- (g — *)* } «o derhalve dd' = r*, 

dat ia; de afstand , dien de pooll^n van het middelpont heef^ is 

derde evenredige tot den afstand van de pool tot het middelpont 

en den alreaL 

GLXXIL VooMSTBu 

Docr W, TAH Haabst. 

De eoSrdimtaeH der pool ie bepaien^ ak de vergel^kimg eens 

eifkeU en die der poM^n gegeven Myn. 

Opgelost door W. vah Haamt, IL 6. Shobb, J. tak dbr 

Hoiviiii L. 6. B. Boüiicivs en R. R. Lit. 

OFLoasiRc^ tfon W. yav Haarst, 

Zg de wgclqking des cirkels (#— a)« +(y — *)* = «^ 
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en dw der pooliijo jf =: «# + ^. Wg konneo dan Toor een 
wUlekenrig pont io dete Ign de coördinaten p , ap ^ fi nemen. 
No londen wij de vergelijkingen der beide raaklijnen moeten op- 
maken, die nit dit pont aan den cirkel getrokken kannen wor» 
den, om daardoor de toordinatea der nakpnnten te bepalen. 
Daar wij echter alleen deae laatste noodig hebben , willen wij 
daartoe een anderen weg intlaan. Blijkbaar ia de afstand van 
het pont (p, ^p + P) tot het middelpont (a, h) des cirkels 
1/" {(« — p)^ +{b — «p — ^)* } t ^ s(t° ^^ coördinaten van het 
paat dat dien aistand middendoordeelt, Ka + j9)i i(b + «J» -f P)» 
De vergelijking van den op dien afttand als middellijn beschre- 
vcD cirkel aal dan zqn (2jr — a — p)* + (2y — 4 •— «p — p)* 
= («—/))* + (& -— 19»-— ^)*• Om de coördinaten der snij- 
ponten van dezen met den gegeven cirkel te vinden, lossen wij 
# eo y nit honne vei^Iijkingen op. Daartoe is haar verschil 
(• -p>» + (*-«,►- p)y = -(.-,) + 4(A -«p - p) - r« 
of (a — j») (» — a) + (* — «p — P) ^ — i) = ~ r* , eo daardoor 
▼«rkrijgen wij altoo (a —p)* (» — o)»= (•—?)* {'•—(»—*)*} 
= r» + 2r»(A-ap-«(jr-*) + (i-«p-»»(y --*)», 
dat ia ((«_p)t+(i-- «p~p)« } (,— *)«+2r»(4-«p-pXy— ') 

— ; i!:, ui 1— . == O en daarait Tindt meo « — b 

_ -r*(t-ap -p)±K«— p)t/ {(«-f)H(*-*p-P)*-^*) 
" (a-p)» +(*-«p-(5)» 

en dan wordt * — a 

r>(a— p)±f(t~ap~p)l>^{(«-p)«-K»r-<»P-P)'~-^*} 

~" (•— p)» +(6 — «p — ^)» 

SteUen wij na on te bekorten a— p=rilen& — i^ — = 17, 
en noemen wij de coördinaten van het eene raakpunt <M|, «*, en 
die fan het andere «4, «,, dan zn]len wij hebben 

__ a(J* + J») — r*A — rB yjj* 4- JB» — r*) 

"•« 2r+T* • 

_ HA* + B*) — r*B + rAv/{A* + J« — r«) 
«, 3ï-+-Bi ' 

_ ^A* -t- J«) ~ r«^ + rBi/{A* + J« ~ r«) 
RS 
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_ h{A^ + 1?«) — r^B - r^K^^ + g» -> r«) 
*• ~ A^ + B* 

Na if de veigelijkiog van de lijn, welke door iN|, fi| en m^, 14 ge- 

trokken kan worden y — n^ = — -^{9 — mj), en daar hier 

m| — m, 

■ * =: — -^ il, 100 wordt die vergelijking 

fH| — fPIji /p 

— *(^* -t- ^*) — y*^ + rJi^jl* + g* — r*) 

=-ï{' A* + g* ƒ "^ 

» = -!• + 5 of,-i = -^(#-«)-;j. 

Na if het gemakkelijk in te zieni dat alt wij voor eenig ander 
wülekeorig pnnt in de poollijn de coördinaten «, af+0 nemen; wij 

efemeer hebben af - i = - ^l^^p C"-»)- ^ ^^..p' C*)' 

Dewijl Toorto het mijpant der door (a) en (b) vooiigettllde lijneo 
de pool ie, zoo geeft ooe de diminatie tui y oomiddellijk: 

(j « «p _ p ~" b — M — ^\ ^' ~ '^ 

jp — ê^{aoL .. fr -f. ^) (jr — a) = — «f*, waarait 

«r* tf(a«_r«) — «(A — P) 
#— « = — TT — ;T-.cnjr=:-^ 77 — ^-- , terwnl 

r« aA« + r«— WA — P) ^ ^^ 
If — A=r ji TT en y = ' , \.. wordt; dit 

lijn dan na de coördinaten der pool. 

Gaat de poollijn door het middelpunt, dan ia A = a« +^ of 
A^0 = ca,seny worden daardoor oneindig groot, loodat 
de pool alsdan op een oneindigeh afstand van het middelpunt ligt. 

Idgt het middelpunt des cirkels in den oorsprong, zoodat a = A = O 

ar^ f* 

is, dan wordt s = — -^ , y = — , En is hierbij « = O en 
P P 

^ = r, lOodat de poollijn den cirkel aanraakt, dan is # =: O 
en y = f ; de pool ligt alsdan in het raakpunt 
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CLXXIII. YoQltTBU 

Door W. TAS Haamt. 

Vii ie ffergel^kingm van drie eirkeU die der gemkvormig' 
keidêÊÊSêen te beptden. 

Ofoblost door G. J. Matthu, W. vah Haakst» J. tas dbb 
HoBTBB, L. G. B. BouBicivs ei» R. R. Lit. 

Oplomih« van C J. Hatthu. 

Om de getnagde vergelijkiDgen te vinden, heeft men de coör- 
dinaten noodig Tan niet meer dan vier der set gelqkvormigheide- 
ponteoi te weten: van twee der drie aitwendige 1J|, O^ en D, en 
fan twee der drie inwendige I| , I, en Ig. Die ooördinaten 
maakt men gemakkelqk op met beholp eener figonr. Doch de 
▼raag vordert oitJrokkeliik dat men de gegeven vergei^kingen 
der drie cirkela bezigen aal; men mag doa dien korteren weg 
niet ioflaan , en er achiet niet anders over dan de vergelqkingen 
op te maken der regte lijoen die elke twee cirkelt gemeenachap- 
peligk aanraken , ze beide omvattende of beide totaehen doorgaande, 
en daarvan dan de doortnijdingapanten - te bepalen. Laat derhalve 
gegeven zijn de drie vergelijkingen: 
.{s-a,y+(y-b,y=r,^, (s_a,)«+(y-. ftt)*=r,» 

en (* — aa)'+(y — M*=^**tV 

dan komt bet vooreent aan op de vergelgking der aan de twee 
eerate cirkela bijv. gemeenacbappel^ke raaklqo. Om daartoe te 
geraken, onderstellen we dat de raakpanteo tot coördinaten heb- 
ben «i| en ii|, m^ en n^. Wij krqgen dan voor de bedoelde 
r^te I^n twee vergelq kingen , 

{« — ai)(m,— ai) + (y-.AO(ii|— *,) = ri* 
(^-«.)(m,-a,)-h(y-*t)(ü,-*,) = r,« ' '^ ^ 
die noodzakelijk identiek moeten c^n, terw^l nog toldun dient 
te WHden aan 

(••|-«.)*+(«,-t.)*=«'i* («►) 

(«, — .,)» +(»i-A,)« = r,» (o) 

De verlangde identiteit der vergg. (a) brengt, in verband met 

(b) en (c), mede: 

geldende het bovenste teeken voor bet geval dat de cirkela aao 
denielfiien kant der raaklqn, het benedenste daarentegen voor het 
geval dat z^ ter weerszode daarvan liggen. 
Nog volgt uit die identiteit 

R 4 
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«»«— » _. »•« * + ««(«»« -- *») H- *i(«»i — *>) ,. 

«., — a, f , » + o,(m, — a,)+ *,(«» — i,) * 
Houdt men ach Toonhands aan het borentte teeken in vevg. (d), 
aoo geven de vier vergg. (b), (c), (d) en (e) 

. __ — rtjrt — »■») (*i — *») T ^iC*»! — 't^P , X 

"»-*• (a. -«.)»+(*.-*.)» ^" 

waarin P =: («, — «,)* -f- (*i — ^i)* — (^t — r,)*, en de 
bovenite teekeos bg elkaAr behooren, evenals de beoedeotte. 

Schrqft men ferfolgena de eerste fan Tergel^kingen (a) onder 
den Torm 



(O 



«, *| Hi — bi* 

at» verlrqgt men na rabatitotie en herleiding, Toor de vei^gelqkin 
gen der beide boitenste raakl^nen: y — &{ ..«. 

/(«i-^*i-*«m*-t-r«)i^f](^«)-ki[(^-r.xtt-^«m«i-«»)K-P3 

en f oor de ooördinaten van deneWer doorsnqdioppont U,: 

Gebmikt men het negatieve teeken van verg. (d), coo vindt 
geheel op deielfile w^ce: 

tqnde ^ = («j — i^)* 4- (64 — A,)* — (r^ 4- r^)*; wijders yoot de 
▼ergelq kingen der twee tasschen de cirkels gelegene raaklqnen: y-H&i 

en voor de coördinaten van derselver doorsnqdingspnnt I^: 

^ rt + r^ • Ti + r, 

Verwisseling van letters geeft voor de overige gelqkvonnigheids- 
ponten Ui, V^f I4 en I^ : 

_ g,ra — Va _ Va — Vs 
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•»« = -^ — r-» 









w— «tVj-Vi ^. _ Vs + Vi 

Om eindelqk tot de begeerde vergel^kingen van de gelqkfor- 
tiiigheidt«aMen te gerakeo, sabstitoere meo Toor de eerste üiOsUs» 
de waarden van $« f ^t • ^i > ^i ^" 

•bwaoiMer meo na herleiding verkrqgi 
«!(♦•« — '••) + ««(»'i— »• 






Evenioo vindt meo *oor de tweede gelgk*ormigheid»«( Uiljli, 

_ *i(*-t — y») + i*{^» + '•i) — t»(ri + >•») 
a,(r, — r,) + a^ir, + r») — «.{r, + r,)* 



^ «iK — «"i) + •«(••$ + ♦■i) — «•('! + 'j) ** 

dk blqkbiar nit de eertte afgeleid kan worden door daarin r 
negatief te nemen. Doet men hetielfile ten aannen van r, en r, , 
aoo komen de vergdqkingen van Ü)I,I| en ü,I|Ij te voor- 
ach^n, namelqk: 

_ *i(^ — '•i) + *»(*•» + ''i) — *!(«•> +«-,) ^ 

, *'»(«t*i — «1*») — '•«(«i^a — «»*<) — ^(««*« — «>*t) 
«»(»•» — "i) + «»(''i + »«) - «iC»"» + »■•) * 

_ *»(*•! — *•«) + &i(r| -i- f») — btjr, + f,) ^ 
••(''i — •'») + «iC'i +»■») — M't + 'i) 

'aK*» — «i^i) — ^ (««*» — ••*!) -- '•«(Ml -- •i^») .. 
o,(r, — r,) + «iCr, + r,) — a,{r, + r,) * 

AiBnBKIR* tNH» W. ▼AH HaIUT. 

Voor het geval dat de atralen even groot cqn en dos r^=srf,^r^ 
ia, wordt de veigelqking der eerate aa onbqiaald. De drie anders 
gan orw in: 

R6 



3 tizedby Google 



266 WISKUNSTIGE 

_ tt— *> j , (V>— «sM— («A— ^A)— («i*i~«iti) | 

^— *4 ^ . Mi— «A)— («A— <^i)— (<^>— «a^«) L_. 

»-5;=ï;'-^ 2(i^^rij c^^) 

_ ^— 6a ^ ^ («A— Vt)— («A— «A)— («8^— «t^») ! 

Deie drie anen zijn dao lijnen die door de inwendige gelijkvor- 
mighddspanten gaan fan denielfden cirkel met de twee overige, eo 
die evenwgdig loopen met de lijn welke de middelponten van 
laatstgenoemde cirkels vereenigt. 

Gaat een der cirkels in een pont over, toodat zijn straal r^ bqv. 
= O wordt, dan vallen vier gel ijk vürmigheidspun ten , D4, I|, D^ 
en Ij samen, en er bestaan slechts twee assen Ü1U2D3 of Us^ilt 
en Uj|IgI| of U|I^l3 , die tot vergelijkingen hebben 

^ ^i(^a— M-l-r^(&a— 60 ^ ^(«a^s— «s^>)-^^a(«8^i-^i^s) | 
^(«1— «sH-ft{fla-«i) '•i(fl« — «s)4-r^a8 — a^) I 

^ ^i(^a— ^s)— ^t(^s-^t) j j ^(fli^s--<>8^>)-^a(«s^t— «A) [^ ^ 

'•i(fli-«s)-''a(«s— «1) ^(fli — «s) — ''•(«s — «1) ' 

Gaan eindelijk twee der cirkels over in punten, zoodat r^ =: r^ = O 
iSf dan verdwijnen er twee gelijkvormigheidspunten , U| en Ii; 
terwijl U^ en l^ alsmede Ug en I, in elkander vallen; er blijft 
alsdan nog maar éën as over , die tot vergelijking heeft 

«i — «8 fl» — «S 

het is blikbaar de lijn die de beide middelpunten a^^ b^ en a^^ 

b^ verbindt. 

CLXXIV. y o o 1 S.T B L. 

Door J. Bassav. * 

Men begoert twee rekenkundige reekêen in geheele getallen 
te pinden, zoodanig dat de eerste term der tweede reeks twee grooter 
is ^dan die der eerste reeks , en het verschil van de termen der 
tweede reeks één minder is dan dai der eerste reeks; terwijl de 
som der n^ termen een quadnuU sy . 

Opm^ost door M. G. Srobb, W. van Uaasst, J. Bassav, J. 
TAV Dia HoBVBir en R. R. Ln. 

Oplossiho van H. G. Shoib. 

Zij de n^ term der eerste reeks 2s* + y« het verschil r, dan 
is de n^ term der tweede reeks 2«^ — y, het verschil 9 — 1, 
De eerste termen woideo nn achtervolgens 2s^ + y ^(«,.^1)9 
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enar*-y—(ii—l)(ü — l) = ar«—y-.(«— !)«'+(«— 1). 
Op deze wqze is reeds Yoldaan aan de Toorwaarde dat de aom 
der n^ termen een qoadraat it. De waarden van #, y en 9 
moeten na nog maar zoo bepaald worden, dat het verachil der 
eerste termen gelijk twee zg, hetgeen blijkliaar hierop neerkomt 
dat men hebbe y = ^n — S). Is na is oneven, eo dos van den 
venn2m+l,danity = m«~l, zoodat men voor den eersten term 
der eerste reeks 2#* — m(2v — 1)— 1 verkrqgt. Z^ bqv. 
«I = 2, dos n = 5, # ;= 7, « = 3, zoo vindt men: 
87, 90, 93, 96, 99; 
89, 91, 93, 95, 97. 
Is daarentegen • even, dos = 2ifi, zoo heeft meny = m — |, 
das moet s van den vorm J9 + i zgn, waarvoor in dat geval de 
eerste term der eerste reeks wordt 4^p(p -|- 1) — (2m— l)9-|-(flpi~-l}; 
terw^l men daarin wederom aan m, p en 9 willekeorige waarden 
kan toeleggen. Stel bigv. api = 3, dos n = 6,j9 = 4, 9 = 5, 
zoo vindt men: 

17, 22, 27, 32, 37, 42; 
19, 23, 27, 31, 35, 39. 
GLXXV. V o o B 8 T I L. 
Door J. Bassar. 
Hoodtmige reeksen als %n vorig vooftUl Ie pinden^ maar anr 
der de voorwaofde dai de gommen der eerste Mcowel als der vierde 
termen fuadraten aijn. 
QpoBLosT door C. J, Hatthis, R. R. Lit, I. 6. Shoib, W* 

VAK HaABSTi h VAR DBB HoBVBR en J. BaSSAR. 

OpLOSSIRO 9011 C. J. Haxthbs. 
Neem voor den eersten term der eerste reeks 2#* •« 1 en voor 
derzelver standvastig verschil 9, dan zijn de overeenkomstige 
waarden der tweede reeks 2#' + 1 en 9 — 1 , zoodat de som 
der eerste termen aireede een qoadraat is. Voor de som der vierde 
termen verkrijgt mjen 4s' + 3(29 — 1) , hetgeen , om aan de 
tweede voorwaarde der vraag te voldoen, gel^k te stellen is aan 
(2# + pY. Hierait volgt 8(29 — 1) = f{is + p), dos 

2v zsz^-- — ' — C1+ 1. Zal derhalve v een geheel getal zijn, loo 
3 

dient ^ — r — ^ oneven te zijn; daartoe wordt gevorderd en is 

3 
voldoende dat p oneven is , alswanneer ook 4# + p in hetzelfde 

geval zal verkeeren; Haar daarenboven moet tf p óf 4# 4- p 
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nmder ovenchot door 3 deelbaar xijn. Daaraan do wordt Yddaan 
door in de eerste plaats p = S(2y + 1) te itellen» hetwelk 
na aabatitalie en herleiding geeft 

V = 2[(3y* ^. dy + 1) + #(2y + 1)]. 

Neemt men ten andere 4« + p = 3(2y + 1)» >oo vindt mea 

V = 2[(3y> -h 3y 4- 1) - *(2y + 1)]. 

Haar aangezien de tweede uitdrukking in de eerste ovecgaalt 
ali men daürin s negatief neemt, zal men met de eerste kannen 
▼olttaan, mits daarbij aannemende dat men Yoor # zoowel negatieve 
als positieve waarden te stellen heeft. Het toekennen van negatieve 
waarden aan y, zal geen nieuwe reeksen doen kennen, vermita 

3(-y)* + 3(-y)+ 1 ±#C2(-y) + l] 
identisch is met 

S(y-l)* + 3(y^ 1)4-1 =F#[2(y-l) + l]. 

De eerst verkregen uitdrukking zal das met geheele pos.- en neg. 
waarden van s en met geheele enkel positieve waarden van y, 
die overigeus beide geheel willekeurig zijn, alle mogelijke reeksen 
die aan den eiscb beantwoorden, opleferen* Bijvoorbeeld: 



# =r O geeft met y = O 



met 



= 1 



met y = 



« = =p 1 geeft met y = O 



met y = 1 



met y = 



* =: q: 2 geeft met y = O 



-1,1, 


8. 


1, 2, 


8. 


-1 , 18 , 


27, 


1 , 14 , 


27. 


—1,87, 


75 , 


1 .«8, 


76, 


1 » 1 > 


l , 


«, 2 , 


1 , 


1,5, 


9, 


3,6. 


9. 


1 i 9, 


J7, 


3 , 10, 


17, 


1 , 21 , 


41 . 


3.22 , 


41 , 


1 , 29 , 


67, 


8,80, 


67, 


1 , 49 


97, 


8 , 50 , 


97, 


7,6, 


8, 


9.6, 


8, 


7, 18, 


19, 


9,14, 


1», 



4ll. 

4or' 



118 
112 



131 
12h 
251 
24r 
611 
60) ' 
861 
84 j' 

1461. 
144 i> 
ens. 

i}. 

261. 
24]' 
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met y = 1 : 7 » 9 , 11 » ISI 

O , 10 , 11 , 121' 

7 , 33 , 69 , 85 



9 , 34 » 59 



, 84p 



met y = 2 : 7 , 25 , 43 , 61) 

9 , 26 , 43 , 60r 
7 , 66 . 123 , 1811. 
9 , 66 , 123 , 180r 
em. eDX. 
GLXXVI. V o o ■ 8 T É t. 
Door J. Bassan. 
In een regthoekigen driehoek ABC ie een vierkani DEF6 
besekreven , met de M^de VE op dê kypoienuee , vervolgene ie uii 
C eene /^'n CH naar de bovene^de FG getrokken ^ die den reg- 
ten koek wnddendoordeeU ; b^aldien nu de l^nen AH en BH 
gegeven s^, begeert men den driehoek ABC te bepahn. 
Okilost door W. tah Haarst, J. Bassar en R. R. Lit. 

Oflossihg van W. tan Haaist. 
Laaty lieFig. lid de hypotennte s, en de regtboe&zqden tegenover 
A en B s en y sgn. Zij voorts gege?ep AH = a en BH = 6. Trek- 
ken vij dan de loodlijnen Hl, HR en HL, nit H op de zijden 
des driehoeks, en CM = h uit het boek pont C op de hypote- 
nose. Stellen w^ eindelijk de xqde des ?ierkants /», dan is, daar 
HL = p de loodl^n is die nit bet boekpnnt H van den 
driebriek AHB op.de overstaande x^de AB is neergelaten, 

Ita is, daar boek ICH = hoek KCH = 45«> is , 

Cl = Hl = CK = HK, 
en dos Hl = |/(BH« — BI«) = |/ {A« — (jp — HI)«} 
en HK = Hl = >/'{««_ (y _ Hl)»} . 

Door de eerste dezer vei^ltjkingen hebben wij dan 

2HP = *•—#• -H 2*. Hl 
en nit de tweede 2HP = s^ — y» + 2y.HI, 
en doi door gel^kstelliBg 

aS _ ySi ^. 2y.HI =r 6« — *• + 2#.HI, 



a' 



_At+^_y« 



waamit Hl = 9/ »« \ » 
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= (' + 73^)' 



ofwel 2a»-.(s»+y»)== ?ïi^— ^^-h£— ^ . .(b) 

Voorts is in de gelijkvormige driehoeken CFG eo ABC 

CN : CM = FG : AB, 
dat is A •*-/>: A = j9 : 2 , 

waarait A = — - — , eu dus 2Ai =: — =- — . 

Maar na is de inhoud des drieboeks ABC soowel gelijk aan ^As 
als aan i^y, bijgevolg is dan ook 

en daar.s* + y' = s* is, zoo hebbeo wij 

» + p M — ip 

* + y = »j/^ — en » — y = — ay —, 

» — p » — p 

waardoor mea gemakkelijk vindt . 

_ K^ + p) — K«~») 

^- • i^(M-p) 

en -^ = —^('■^P)-^*^^—^) — i^ y * + P 



» — y K» — 3p) '^•— 3p* 

Door dexe waarden in (b) te icbrijven, verkrijgt men 

en door eindelijk hel wortelteeken te Terdrijven, 
(»-5p)*((«'+*»-«')H(a«-ó«))«*-2(o«+«»)(a«-««)»(«-p)(t-5p)«« 

+ (a«-J«)*(«-p)«=rO. 
Hen kan dit schrijven 

((a« + «»)i«(. - 8p) - («« - «•)«(« - p)} « 
= (« — 3p)« (2(«« + i«)*« — «♦— (a» — i»;^)j* 
en, daar volgent (a) 

4f^«« = 4a««*-{«'—«'+»')*=2(«'+«*)»«— «*—(«•— ^i». 
(«» + «»)«»(» — 3p) — (a* — «»)* (« — p) — 2p«» (ï — 3p) 
of{ep»*»+(aH-*»)«*-{a«-J»)»}«=(2jH3(a»+*«).i-{a«-i«)«}p. 
Brengt men beide leden in het vierkant en vermenigvuldigt men 
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se met 4z* , dan tomt er na eene eenroodige herleiding 
144 f*««+ {(«»!•*•)»•-(«'-*•)•} •«*={4«84{17a*f2a^6H17J*)«* 
— 6(«»-hi»)(a» —«»)»»» 4.(a»— «»)*) X 4p»«» en eindelijk, 
daar 4p*s* = 2(a* +«*)«* — s* — (a* — ö*)* it, heefl men 
13,*t _ 44(a» + ji) ,10 _^ (79a» + a8a»«» + 7W*) «• 
— 12(«» + **) (7a* — 8a»«* + 7A») «• 
+ (a» — *»)» (43a» — 2a*6* + 4W*) *♦ 
— 8 (a» + 5») (a» — J» )».» + («» — «*)•= O , 
waaruit nn s bepaald kan worden, alt atnö in getalieu gegeven zqo. 
Zoodia voort* s bekend it, vindt men de waarde van p door 
de vergelqking (a) en dan ia, 

_ k^(« + p) — K»— ^P) 

•-*•• F(rrrt 

en y = is. — ^ . 

K« — P) 

Ia gegeven a = i, dan wordt de vergelijking in s 

18a«— 88<^**4-196aV-144fl»=i(l*«*-3ea«X«^2a«)«=0 

6« 
en derhalve s = —rr- en « ^ * |/2. 

y'lo 

2a 
Voor de ecnte waarde ia p =— — ^, dat s =: 3p 

• = » = Hpi/2=:^2. 

▼oor de tweede wordt p = i^y^f dut s rr 2;pf w^rdoor # en y 
onbeslaanlMiar worden. 

GLXXVII. VOOBSTBL. 

Door J. Bassah, 

In een ngthoekigen driehoek ABC is een vierkani DEF6 
beachfeven, met de s^de DE op de hypoienuee; verder is uit 
kei regie hoekpunt C eene lijn CH ioi het midden der bovent^de 
FG getrokken; zoo nu de afstemden van kei punt H ioi do 
scherpe koekpunien des driekoeks gegeven M^n, begeert men de 
m^den des driekoeks ie bepalen. 

Onblost door W. var Haabst , J. Bamab en R. &. Lit, 
Oplossihg van W. tab Haabst» 

Laat, zie Fig. 111 , gegeven zijn AH = a en BH = i&. Noe« 
noen w^ dan de regthoekzqden x en y en de hypotennie s^. 
dan i« de deelHjn CO ;;=: i» en, de zijde des vierkante p noemende, 
CH = )p, dnt HO^i(B— p). In den driehoek ABH ia dan 
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Hl =ji de loodlqa die uit S op de xqde AB it iie4r|(elateii , 
ea dai /i«= j^^ (a) 

en daar HO de ^a lê die uit bel hoekpant H naar heC midden O 

van de overstaande zgde iB loopt , loo wordt 

AH» + BH» = 2H0« 4- 2A0», 

dat is a« + 6* = «« -f>)* H- i»« 

of 2a« + 26« = 2»* — 2v + p*. 

Hieroit volgt dan 

8(a« + t») a« = 8«* — 8«»|i H- 4p V 

off als men den laatsteo term door z^ne waarde uit (a) vervaogt, 

e(a«+6«)»« = 7«* — 8«V> — (fl* — 6*)*, 

7a*_6(a«H-6«)a« — (a« — W« 
waaroit p = g^ ; 

en deze waarde in (a) sabstit arrende, beoft men 

dat is 

e5«« — 1 16 (a« + ft») «6 •+■ 2 (19a* + 34a»ft«+ 196*)** 

+ 12(a»-h6«)(a« — 6«)M + (a« — 6»)* = 0. 

Hieroit kan das m bepaald worden, soodra a en 6 in getallen 

gegeven zgn. Is fr = o, dan is 

e5«* — 2S2aV -h 144a* = (I3«« ~ 36a«) {6a« — 4a«) = O, 

Öa ^ ^.^ 2a 

waaniit » = — = Aai^lSena = — = |a |/o. 

Door de in (a) gevonden waarde wordt dan» = of , 

zoodaty zie vorig Voorstel, # = y =r ^ a |/^26 isj .voor de tweede 
waarde worden s en y oneindig groot. 

CLXXVIIL V o o « 8 T ■ L. 
Door D. VAif LiirKBaKif Matthis. 

Men vraagt ie bepaien hoeveel regelmatige veelhoeken van 
n sydbfi er door de sn^ding der diagonalen van een regelmatigen 
n-hoek ontstaan, en verder eene algemeene formule te vinden^ 
om de a^de dier veelhoeken te berekenen, als de s^de van den 
oorspronkel^ken veelhoek of de straal vem deszelfs omgeschreven 
eirkel gegeven is. 

Opouost door D. viir Lahkbibh Mattass, W. var Haabst^ 
L. 6* B. Bovfticiüs e«i R. R. Lit. 

Omossiifft van D. tah LAirKittii Hattbbs. 

Noemen wq den middel pan tsboek vao den regelmaJiVfn veelboek 
van n sgden «, en beschrgven wij een cirkel om den veelhoek , 
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du is elke n^êe Tam den Teêlhoek eene koorde van een boog van 
gP of • Onderscheiden wij verder de verschillende diagonalen 

in diagonalen van de Iste, 2de, Me ent. soort, naarmate xij 
koorden s^n van 2«^ itfi^ iaP enz.; loodat diagonalen van de 
{p — l)ste soort, koorden van bogen van pti9 sijn« Dqos de 
nijding der diagonalen van dezelfde ioort| mits zij geen mid- 
dellonen zijn van den omgeschreven eirkel, worden regelmatige 
veelhoeken van n zijden gevormd; want de hoek, waaronder twee 
gelijksoortige diagonalen, die uit twee op elkander volgende hoek- 
ponten getrokken worden, zoo als bijv., zie Fig. 112, AD en 
BE, elkander snijden, is gelijk aan den polygoonsJioek van den 
oorspronkelijken veelhoek; immers /. abc = 180^ — [^ AbB 
= 180^ _ ^{Boog AB + Boog DE) = 180o — «; terwijl 
verder blijkbaar de zijden ab, bc, cd enz, gelijk zijn. 

Het aantal regelmatige veelhoeken, die door de snijding der 
diagonalen ontstaan, is dos gelgk aan het getal soorten van diagona- 
len, die in den oorspronkelijken veelhoek getrokken kunnen worden ; 
co dit getal is gemakkelijk te vinden; want is het aantal hoeken 
des veelhoeks oneven, dan kan men nit ieder hoekpont van iedere 
soort twee diagonalen trekken, en daar er ait éëa hoekpont n — 3 
getrokken kunnen worden, zoo is derhalve het aantal soorten van 
dtsgonalen in een «-hoek van-, eón oneven aantal zoden i (n ^ S). 
Is het aantal zijden even, dan zijn één soort van diagonalen middel- 
lijoen van den omgeschreven cirkel, van welke er slechts nit ieder 
hoekpont één getrokken kan worden; het getal soorten van dia* 
gonaleo in een verihoek «in een eveb «ntid zijden is derhalve 
i(n- 4)+ 1. 

Het getal veelhoeken door de snijding der diagonalen gevörmdi 
is dos in een reeihoek van een oneven aantal zigden ^(ii — 3), 
en in een veelhoek vin een eren. aantal z^den, omdat er door de 
SD^ding der middellijnen geen veelhoek ontstaat, ^(fi — 4). 

Zoo worden er door de snijding der diagonalen in een vijf- en zes- 
hoek een, in een zeven- en achthoek twee^ in een be^ en- en fienhoek 
drie regelmatige veelhoeken van hetzelfUe aantal zijden gevormd. 

Om na de tijden dier viselhoeken te berekenen, steilen wij de 
zijde van den oorspronkelijken veelhoek AB = a , den straal van 
den omgeschreven cirkel ±= f dn de zijde van den veelhoek , gevormd 
door de snijding der diagonalen van de (p — * l)ste soort, ab = 4r, 
dan heeA men: db = /LD — (Aa + bD), of daar, wegens 

S 
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de ooognieptie der driehoeken AHa eo DBb, Aa = bD it, 
ab = AD — 2üa. 

lo driehoek AaH is, 

Aa : AH = StfiAHa : SinkM, 
of» aangt'sien MC ondersteld is eene koorde Ui stjn fan pm^ en 
das Boog AC = (p — IK »«. 

Aa : a = ««Kp — 1)» : Smm 

en Aa = ^. . 

Verder is AD = 2rSintp» en « = 2rSin\ct, 

4.V « Sinipa 
dut AD = ^. , . 

Stn i« 



Derhalve is 

of na eene gemakkel^ke herleiding 



j Smipa 2Sinüp -^ l)ap | 
«b = s = «^-.^r-r-- ^ï;^ 



# SS a ■ ; = 2r Tang\a Coêipa. 

Coê \» ir « 

De zijde vaq den veelhoek gevormd door de soqding van de 

diagonalen van de Isfe soort , p = 2, is dus, 

Coêm ^ „ , ^ 

s- s= a >■ ■ = 2r JMu^lftOxfa: 

die van den veelhoek gevormd door de snijding van de diago- 
nalen der 2de soort, waartoe wij p = 3 moeten stellen, is 
Co$ Wüt 
'' — ' C^rè =*<**'^*- l) == ^TangitCc*!^»; 

die van den veelhoek gevormd door de snijding van de diago- 
nalen der 9de soort, waarvoor p = 4 gesteld moet wordop: 

Co$2a ^ ^ '^ ^ 

#s = a ^ ^ = 2r Tmui\a Cos 2«. 

Passen wij de gevonden fbmiolen op eenige bepaalde veelhoeken 
Uw^ dan vinden wg : 
In een vijfhoek (a = 72*0, 

#4 = ifl(3 — |/5) = irKW — 221/^5); 
in een aeshoek (a =z 6(^), 

in een achthoek (« =: 45^), 

#^ = ai/{2 - |/^) = r(2 ^ |X2). 
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eo jp, = a{iyi — 1) = rp^ilO — ty^); 

in een tienboek (« s=r 36^), 

s, = a|/è(5 -h 1^5) =tr ir^/f(6 — |/6), 

#, = 4a(|/6 — 1) = ir(3 ~ i^6), 

#, = ai^iiS - 2|/6) = if 1/1(86 — ll|/6)j 

enz. 

CLXXIX. V o o E 8 T B L. 

Door D. TAll LiRKBRBlf HATTBia. 

j^lê men uii het hoekpuni C van een* driehoek ABC eene 
loodl^n Cü op de overetaande »^de iaat vallen^ en uii de beide 
andere hoefyunien A en B twee lijnen trekt door een wiüekeu* 
rig puni der loodlyn , die de overstaande zyde t n P ai E onl- 
moeten, dim auUen de l^'nen DE en DF een hoek insluiten die 
door de loodl^'fi middendoorgedeeid wordt. Frage dit te bewtfoen» 
Ofoblost door L. G. B. Boubicios, D. van Larkbmbb Mattbbs, 
W. VAK Baabst, J. var dbb Hobvbr, R. R.LiT en M. G. Srobb. 
I*^ Oplosbirg van J^. 6. B. Bodkicios , D** var Larkbbbh 
Matthbs^ W. var Haaest en J. var dbb Hobvbr. 
Laat mcDf rie Fig. 113, ait de ponten E en F de loodiqneü 
EG en FH op de zijde AB neer, soo verkrijgt men de nmt» 
gende evenredigheden 

AG : CE = AD : DG» ' 

CD : AC = EG : AE, 
BC : CD = BF : FH , ' ' 

CF : BC = DB : 6D; 
waarnit door vermenigvQldigiDg: 

CF : CE = AD X BF X DH X EG : AE X BD X DG X PB, ' 
of ADxBFxCE:AExBDxCF = DGxFB:DHxEO. 
Blqkena de leer der transversalen xijn de beide eerste termen 
dezer laatste evenredigheid onderling gelijk , b^^volg moeten het 
ook de dei4e eo vierde teroien sijn, xoodat. men beeft 

DG : £6 2c: DB : FB, 
en het blijkt , dat de AA DEC en DÜF gel^ivormig fijo» Waar-^. 
me4e de gelijkheid der hoeken CDE eo COF beweaen is. 

11^ OpLossiRft vtm L, G. B. Boübicivs en R.> R. Lit.* . . 
Verleng DE en DF, totdat tg de door C evenw^dig aan AB ge- 
troklJen Ujn in 1 en K ontmoeten, dan geven de gelijkvormige 
A A ADE eo GIB, BDF en CKF de evenredigheden 
AD ; AE = Cl : CE, 
BD : BP =: CK : CF; 
8 2 
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^i- «1. ' AD X CE BD X CF 
w«roit Ct : CK = — jg— : — g|— 

= AD X BP X CE : AEX BD X CF. 

= 1:1, 

«mdat Z:^ GDI Jg aCDK en Z-CDi = /.CDK it. 

III'* OnoMiHft MN» L. G. B. Boritcim cm H. 6. Sson. 

Ltat DB en DG coördiDaataMen cgn, en stel AD c= a, BD =: b, 

CD = e, OD = d, dan hebben de i^nen AC eo BE schtertol- 

gen* tot vergelijkingeo 

e ^ j. 

y = - • + o, y = - 3 * 4- rf. 

waafuit ?oor de ooördinafeo van bel doonoijdiogspant K volgt 
^ (e -^ d)ab _ (g -h b)cd 
* • ~ bc + ad * ^ ~ te +ad'' 

men ▼iqdi voortt voor de vergelijkiD^ van de liJD DB 

loodat •' j\ i 

r«,iyCDE=r€iw(EDB-M«) = -C.lEDB^g^^ 

Door verwiMeling van a eo A^ verkrijgt men gelieel hetzelfde voor 
Tang CDF, vaarait de gelijkheid der hoeken blijkt. 
AiirntKiHft vam h. G. B, Booaifiivs en D. vah Lankbkkii HATTins. 

Staan de lijnen BE en AF mede bodregt op de overtteande 
iqden« zoo komt de bekende eigenaehap voor den dag, dat het 
anijponi der loodlqnen tevens het middelpont is van den oirke^ 
die in (i DEF beaehreven kan worden. 

GLKXX. VooftSTiLa 
Door D. vAiv Laukikm HATTHia. 

In een gegeven eifkeheet&r een vierkmU ie beeokr^ven so0* 
danig f dai één der Mifden lange den eiraal Pak, en ievem dm 
Mand van dai vierkani ie berekenen. 

Onvlost daar W. viii HiitsT, D. tak lARcniH Hirnta, 
L. 6. B. BooMcioa, R. R. Lu, J. vak ftii Bobvbh en M. 6. 8iioii« 
OPLoaaiRA van W, vah HAAttT* 

Z^ AOB, Fig. 114, de gegeven aector, do hoek ai eo DEFGr 
hel Ingeaehreven vierkant, welks zijde w^ s noemen» dao ia in 

d«o driehoek DOG. 06 = -^r » en daa 
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OF = # 4- 



~. - ■ (^ ^ fé^i)- 



Tang » \ Tang < 

Haar ali wij den straal AO = r stellen « is ook 

Ot = Kr* - #'), dui .»(l -I- ^y = f? - *». 



waaruit 



rThfw» 



r 

~ 1^(1 + (i + Cbe«)«|' 

Beie waarde is ze^r gefna^flijk te construeren , want nern^n 
wij HO gelijk aan de eienheid en trekken wij Hl evenwijdig aan 
B0| dan is Hi = Caim. Verlengen wij Voorts Hl totdat IK =: OH 
is, dan is HK = 1 + Coic$. Defiialve 

OK = ^x(OH> + HK*) = |/{1 + (1 -*- Cat»y]. 
Wg hebben dos dexe lijn slechts te verlengen, om het hoekpont E 
van het vierkant te bepalen ; want als we EF loodregt op BO nfeér- 
hteui z^n de driehoeken OHK en EFO gelijkvormig en dos 
OK:OE=:HO:EF, dat is i/{l +(l +{7ol»)») : r=: 1 :BP, 

waainit EF/ z=: -^ -s #. 

CLXXXL V90B8tKL. 
Door wjjlen J. Bassar. 
Bene meeikunêHgê reeks van vier termen ie vinden êoodanig^ 
dai de eom der beide eente [of laatste) iefmen een quadraai^ en 
die van den eersten en laatsten term eene derdetnagt Cfjf* 

OroBLosT doof C h Matthis, J» EéUèXf W, tas Hmsr» 
J. D. B. MoLL, R. R. LiT en J. vm nta üobvbii. . 
OpMtfsiao van C. J. ÜAmnt 
Slelt men toot den eersten term der reeks # =c a(a + &)* 
en foor den vierden b{n + 6)^, dan is reeds firfdaaa aan d« 
foorwaarde dat demlver som eene (Itrde magt zqo moet. Haar 
nlGi dan ak men voor a + b z=z p een geheel getal hegaert» 
behoeft daarom a zolks niet te^ zï|n; men stelle dos ia 't algemaea 

a = , waarbij ondersteld wordt dat km^ en n geen deelers 

gemeen hebben en k geen tweedemagtt-faetoc faeuMe. De vierde 
term nn door den eemten gedeeld | geeft* ek g de standvastige 
firhoodiog der reeks Toorstelli k =: «y*;. dj9« t «vt*^» 

S 3 



gitizedby Google 



,978 W I S K U N S T I 6 K 

bijgetolg p = 2—'. 

On voorts /i tol een geheel getal te maken, stelle men y := 911 — 1, 
alswanneer men vindt 

p = A}m«(5*n» — 8511 4- 8). 
Nog moet de som der beide eerste termen of 

«(« + hy (1 + y) = *mVg. 
een qnadraat zijn; men neme te dien einde q = é^h^ hetgeen 
gesubstitoeerd in de waarden van p, jr en y geeft: 

p = cU«m«(oU>ii* — SoUfi + 8). . . . (a) 

* = a(a+ 6)* =^^* =cU«m»n (oU>ii--8cUh-~Y .(b) 

y = cUfi — 1 (c) 

Uit tergel. (b) blijkt , dat is hier niet anders dan 1 of 8 s^n kan, 
ui de reeks uit gebeele getallen bestaan. Stel vooreerst » =1 1 , 
dan verkrijgt men bijv. met 



•» = 1, 


c = 1. 


k 


= 1 : 1. 


0, 


0. 


0; 


== 1, 


= 1. 




= 2 : 32, 


52, 


32, 


32; 


= 2. 


= 1, 




=s 1 : 64, 


0, 


0, 


0; 


= 1, 


= 2. 




= 1 : 784, 


2362. 


706e,* 


21168; 


= 1. 


= 1, 




= 3 1 2187, 


4374, 


8748, 


17496; 
enz. 


Neemt 


men n = 


3, 


zoo geren 








«= 1, 


c = l, 


h 


= 1 : S, 


e, 


12, 


24; 


= 2, 


= 1. 




= 1 : 192, 


384, 


768, 


1636; 



= 1, =1, = 2 : 4704, 28620, 117600, 588000; 

enz. 
CLXXXII. VootsTKt. 
Door w^len J. Bassah. 
In een regthoekigen driehoek ABC ie een f^erkani HDSF be- 
eekreten^ Moodanig dai twee der nyden van heiulve op ie 
regthoekg^den van den driehoek ruêten; aoo nu ut'i een der 
eoherpe koeJ^unien C eene l^n CG welke den koek middendoor* 
tdeelt tot de bovennifde EF getrokken ie, en de i^'nen die men 
uit Qt naar de andete koèkpumten trekken kan^ gegeven syn, 
begeert men dien driehoek te bepalen, 

OrouosT door W. tar Uaamst, J. Bassah, J. D. R. Moll, 
J. TAH nKB il«ivi!f en B. R. Lit, 

Oplossing van W. vaw Ha akst. 
Laat gegeven zijn, 'zie Fig, 115, AG = a, BG rr^en 
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steiloi w^ de aigden de« driehoekt BC = #9 AC = y cd iB s= s, . 
▼oorU de zgde van het Yierkaots j»; trekken wij nog nit G en 
L de loodlijnen GH en LI op de hypotentise, dan is, dew^l CL 
den hoek ACB nüddendoordeel» , FG = GH, BL = LI en BC 
= Cl. Na is VF 1=1 p de hoogte van den driehoek AGB, waar- 
van de ajden a^ b en m sijo, dos is 

^ = — ü — " '^= 1? ^-W 

Uit de gelijkvormigheid der regthoekige driehoeken CFE en CBA 
volgt ToorU CF : EF = BC 8 AB, dat is ir -* p : p = jp : m, 

ap 

«naniit # = ^ — (h) 

* - P 
Wqders hebben wi) nog, doordien de driehoekeo CFG en CBL 
gel^kvormig zgn FG : BL = CF: BCofwelFG ; BL= s — p: dr; 
maar daar CL den hoek ACB middendoordeelt, is BL : AL = # : y ; 
derhalve ook FG : AL = # — - p : y. Wij vioden dan 

BL = —^ — X FG en AL = — ?^ X FG. 
s — p 9 —p 

Doch ook de driehoeken ' ALI en ABC zijn gel^kvormig, en dat 

geeft ons AI : AL :^ AB : AC oF y — # ; AL = s : y, 

waamit AL = ^-^ : maar wn vonden AL = X FG: 

M #— p 

door gelqkstelling wordt dan 

y — « = X FG of, dewijl # — p = '^ - 



m —p M — p 

y -# = —^ X FG — ^ (c) 

Eindelijk isnogAH=y — CH = y — CF = y— jp-hp, 
en, daar FG^ zoowel gelijk is aan b^ — /i* als aan a* — AU'i 
AH* ==: o< — 6' -t- p*; door de beide waarden van AH aan 
elkander gelijk te stellen, is dan (y — *) (y — * -h ^) = o* — i&*. 
Sehrijilt men na hierin de in (c) gevonden waarde van y — * jt, 
dan zal er komen 

of wel («—|i)^A«~a«+aV+V«(*^ «*+**)— V»*=0. 
Na volgt oit (a) (i&«_a«-i-««)« = 4(6«— /i«)««. 
Hierdoor gaat de vorige vergeiykiog over in 

(s - p)\l^ -?•)« + p«(6« - a« + »«) ~i^* = 0. 
Om na alleen cvene magten vah p te verkri^geri ,** Vhrijvt n wq ■» 
" ■ '"' 8 4"'' '"■ '*" "* 
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« ((«' +*')(*•- P*)-/^} =p {2(4«-p«)««-|^*«-aM.*»)} 
CO nemen bet qoadraat «Idoi: 

wtardoor wij ou in staat zijn eene vergelijking in s te verkrijgen 
door aohftitntic van de waarde van jd'. Alvorens daartoe ^ver te 
gaan, herleiden wij het qasdraat in bet tweede lid en schrijven 
andermaal voor {6*— ö' + »*)* als boven i(b^ — p^)%*t dan 
vindt men gemakkelijk 

welke vergelijking tieb laat herleiden tot 

((.« ~ p>) (*» _ p«) + p*)« = v(»' - ƒ*•) («« - i* + p«). 

Eindei^k ssbstitneren wij hierin de waarde van p^ ait (a), dan 

verkrijgen wij 

{86*x*4- 2«V — «*•) (*' — «•+ «*)* + (^'— «• + «*)*}• 

Zijn derhalve a en i6 in getallen gegeven, dan kan bieruil s bere- 
kend worden I daarna wordt p nit (a) gevonden, s nit (b) en ein- 
delijk y nil y = |/(«« -+. »«). 

CUXXIII. VooasTBL. 
Door toïf^ J. Bassav. 

TVoee gtl^kbeenige driehoeken ander geleken inhoud in geheele 
getallen ie bepalen y die de beenen aan elkander gel^k doch 
ongel^ke baeie hebben. *) 

OraiLOST door W. var Haabst, J. Bawah, R« R. Lit^ J. i. 
Stamkabt en J. vah dkü Hoivbii. 

Oplossiro van W. var Haabst» 

Zeer gemaMelijk wordt de oplossing als men bedenkt, dat het 
geheele vraagstuk neerkomt op hek vinden van een regt hoek igen 
driehoek, welks zqden door geheele getallen worden oitgedmkf. 
Want legt men twee zulke gelijke «n gelijkvormige driehoeken 
zoodanig tegen elkander, dat de hypotennsen de beenen van 
een gelgkbeenigen driehoek worden, dan wordt de inbond van 
dezen door het' product van de beide regthoekz^den van znlk 
een driehoek uitgedrukt; en dewijl men zulks met dezelfde 
driehoeken op twee verschillende wijzen doen kan, zal men daar* 

•) Dit voorstel li het 271«ts vraagstak van P. Halckbi's ZiaMqooAfeotj 
en .'v«i*TolgeiM in den jare 1811 do^ur K. J. Zoiwqr, 'm hetlBte Deel van 
de VeriaaMlingw>vaii. Voorstellen onder JK^. 151, opge|;even en opgeloii; 
thani wordt eena «tnvoudiger ontbinding van de opgave f evnagd* 
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door twee driehoekep terkfqgeo» dfe aan het geYraagdo ?oMoeo. 
Z^o hiJT. S, 4 en 5 de i^den eena regthoekigen driehoeks, dan 
i§n de opataande zijden der gelijkbeenige driehoeken elk gelijk 5; 
terw^l de baaia dea cenf» 6 en die dea anderen 8 zijn zal, en 
de inhoud van elk 5 X 4 = 12. Om nn de zgden van regt- 
hoekige driehoeken in geheele getallen te bepalen, kan men zich 
bedienen ?an de na?olgende door van Scbootsu opgegeven reekten 
?an breuken, welke tot ongebraikelqke herleid, een teller en 
een noemer verkrijgen , die voor regthoekzijden genomen eene 
hypotenoae in geheele gelallen geven: 

u» 2|. ^f» *i ««•; 

1?, *li, 3 Jf , 4^ enz.; 

A, Iff . m> 3B. 4ff enz.; 
denelver algemeene termen zijn, in dezelfde volgorde genomen | 
ft (i>-n)4— 1 

" -^ 2nH-l' •"•" (fH-l)4 • 
(11-1)12 + 5 (^-<)lg + 8 

-~ •'^(1—1)16 + 12 ^"""*"^{n-l)18+16- 
CLXXXIV. V o o a a T s L. 
Door wylen J. Bisaiv* 
Uii Aal fegiê'éoekpimi C rem een driehoek ABC U op ie hy^ 
poiÊmue de loodHjn GD en uit hei /nmi D «^ de loodl^nen 
DB au DF 0^ de fegihoekw^fden neérgekami tde nu de inhouden 
dor regihoéhige driehoeion ADF en DBE gegeven ja^'n, moo 
begeert men d»n regthoeh DEGF oimnede iê M^don dee driehoehê 
ABC tn de gege^ene ie bepalen, 

OMUost door W. tah HiAaaT, J. BAaiin, J. A. STAttAiT* 
I«. A. B.Bouaiaüa, J. van nti HotvtN, R. R« Lrr en J. B. 
B. lou. * 

OnoaaiNO van W. van Haaist. 
Laat, zie Fig. 116, gegeven zijn den inbond van den driehoek 
ADF = a> en dien van den driehoek BDB r= A*. Stellen wQ 
dan de gevraagde zijden BC=jr, AC = y en AB = s. Ala wq 
dan nog AF door m voorstellen, dan wordt, vermita AF X DF 
= 2a« ia, 

2a« ^„ DP 4ii* 
DF = -enCF= j^=-. 

In de gelijkvormige dri%hcjeken BOE en DAF it wqden 

R 5 
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AF : DF = DE : BE, 

dat is m : — = DE : BE, 

m 

of, daar DE = CF ia, 






waaroit BE = — - 



m< 



.6' 



derhalve Inh. BDE z=. ^BE X DB = ~ = l^, 

ia^ ia 

en bijgevolg m = i^- — = ai>^~ , 

2a' ia* 

DF =1 — =f 1>^4«»A CD DE = — . = i)^4aA*, 

terwijl Inh. regih. CFDE = CF X DF = 2ii^ wordt. 
Voorts heeft men 

y_CFH.AF-.m+-^_— j-_^p_^ j-l^M», 

. == BE + CE = «^+Hl =?ï^i^)=H!^=?t^,).4a.A 
m* m m* nfi a 

eo 

Voor het geval vao a* = i^* wordt s =: y =: 2a|/2 en « ^ 4a. 

GLXXKV. VooBSTaL. 

Door w^hn S. BAasAV. 

üii het regtê'hoehpUHi tmn een gegeven driehoek ie eene lood^ 
1^ op de kypotennee neérgeiaien^ en in de küfdoor onieê/me 
regthóBkige driehoeken »^ vierkanien beeehreven, welke op de 
regthoeke^den van den gegeven driehoek meten; aledan mnUeu 
die B^den tot eikander etaan ole de s^den der ingeeehretfen 
9ierkanien. Men begeert dit te bew^Men^ aiemede de m^den der 
vierkanten in de gegetene te bepalen. 

Opoblost door U 6. B. Bouaiciva , J. Bassar , W. tah HnAsaT » 

J. TAV DIB HoBVIR, R. R. LiT 01» j. D« R. MOLL. 

OpLoasTRo van L. G, B« BouaiciDa. 
Beginnen wq, xie Fig. 117, met tieohta ^n van beide vier- 
kanten te plaateen, EH bijv., en verlengen we EF totdat a^ de 
hypotenute in . H anfjdt'. Aladffi is A UFM (ji A CBF niet 
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aUeen, maar wegens FM = EF 2gn die driehoeken daarenbo?en 
gelql, loodat FH = GE en HM = CF ia. Conatraeren wij 
TerTolgena den regthoek FK, coo ia dit, blijkena de ?oorgaande 
mtkomat, het tweede fierkant. De gelijk Yormige AA HFM en 
ABC geven Toorta FH : FH = AG : BG. 

Laat nn gege?en zijn BC = a en iC = ift» loo kannen wig 
FH = £jr en FH = OJT stellen, en men heeft blnkbaar 

CF(= HM) : AB = * : 1 = DF : d), 
derhaWe GF + DF : AB + GD = « : 1» 

^^"^^ ^ = a« + ^ + y > 
dua FH =r -s , r- en FM = 



a«4-fli + A« ^" a'^ + ab + U^' 

GLXXXVI. V o o 1 a T a L. 
Door R. LosATTO. 
Oen inhoud ie b^Mlen Pon hêt overMyvende gedeebe van eon 
halven bol^ waaruii een c^lindrUch gai geboord ie, M rigil^ 
hebbende een drkel welke middeïl^ aan den etraal dee bok 
gel^k ie^ ah de ae dee oifiindere hierb^ ondereield wordt op een 
mftUmd gel^k aan den halven etraai uit hei middeipuni van dan 
bol verwffderd ie a^'n. *) 

Orauoar door B. Losattoi W. van HiiasT en J. tan naa 

HotTlN. 

OPLoasiae van B. Lobatto. 
Zq ABC, Fig. 118, de dooriDrde van den halven bol met het 
XT ?lal, en de cirkel OMG de rlgtlijn des cylinders in dat vlak* 
De aa der s gaat door het middelpunt O. 

Voor de vergelijking van het oppervlak dea hola heeft men 
**-♦- y* + **= r«, 
eo doa voor het Tolomen van het oitgeboorde cylinderstuk: 
r = 2//adady = 2//|/^(r«— ««— y*) dsJy. 
Hiefb^ is de integratie teo opzigte van y fe verrigten tasaehen 
de grenaen y = — |/#(r — s) en y =r + l/^a{r — a)p en 
die ten opsigte van m tusschen de grenaen O eo r. 

Nemen wij thans in stede van de coördinaten « en y een polair atel« 
sel ^ en ^ aan, loodat a verandert in pCoe^ en y in pSin0^ dan 



*) UU R. oiAm's Jbêêêên ovêr dê DijffÊTêniiaaU 9n iniBgraalrekemng. 
Daal n, bh. 291. 
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wmii éttdif, acootls bekeod it, venwifHi door fd^éPp 
de foorgMode dubbele integrMÜl orergMt ia 

= 2/ép/i^(r* - ,») Hr- 
N. i. />/(r« - ,«) ^, = - ^(r» - f*f. 

«elke intergraal blikbaar te nemea is toaachcn de gnaatn f z^ O 
on f = rCoÊ^. Hierdoor komt er 

r = |r» ƒ(* ~ «"•♦) •»♦• 

HeeiDt men deie integnal UURben de greono ^rzOea^^-, 
dan TerkrQgt meo alediU de belft fan bet Toormdde «•Iubmii. 

DerhaKe F = y^J^O — «••♦)^, 

het- OferbIqwDd gedeelte det halven bols bedraagt «itadien ^. 

Even gemakkelqk laat zicb bet oppervlak van dat gedeelte bepalen. 
Immert voor bet oppervlak van bet aitgeboorde eylindentok beeft 
I, b^ toepaMiDg der algemeene formole 



op den bol : O z=z 2r /* /*—-; ^ r-, 

trelke dobbele integraal tasichen dezelfde grenzen te nemen is, 
als de torenstaande voor F, 

Yan deselfde transformatie gebrnik makende, vindt men 

Na i, /*-_i^_ = — |/(r» — »»); da. Umhea de 
greoxen f ^ O en f = rCoi<P verkr^gt men na ver^obbelvig : 
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Derhalve hedniAft het oferbl^vend gedeelte van den halveo 
bol 4r*9 evenals I langs eeo minder eenvoadigen weg, gevondèii is 
in mijo aangehaald werk Deel II, pag. 249. 

CLXXXTII. V o o I 6 T t L. 
Door R. LoBATTO. 
tmdUn man uil het poiynomium 

JT = « -h 6* -H «*• + *»• + ks* 

aflêidi een» waarde 

_ it + 2c H- M . . +nk 
^ ~ « H- A + c . . . + * ' 
6fi eréfiMO wU hei polynamvm 

J^ = -rf -f. ffs + Cs* 4- Da». ... -4- !>• 
eeiM wmarie 

• _ B + 2g 4- 3I> . . » ninK 

èam aal wmn hebben /w' = fnfi, trage naar een eeneemüg betoog 
deaer eieUing. 

Omblost door L. 6. B. Booiicius en R. Lobatto. 
OruMSiRo rofi L. 6. B. Bovaicios. 
Stelt mêo jr = yj#) en jr» = (/(*))• = *(»), 

danu^=_en,^=-^-=..^ = .,. 

GLXXXVIIL VooBtTBL. 
{^* Door W. TAB Hambt. 

JfislilfNwItj^ Ie ieioyseiiy da$ de êom t>an de ^uadmim der 
afeianden van een willehearig pnmt binnen of bmien een drie- 
hoek toi de hoekpunien dee driehoeke gel^k ie aan de eom ««fi 
de qnadraien der afekmden tan die AoeApvfKefi M het awaar" 
tefmnt dee driehoeke, mef nog het drievoud van het qnadraai 
van den a/etand op welken het wilhkeurig pmU vam dat awaoT' 
ttpnni ligt. 

Opoblost door R. R. Lit, W. tab Haabst» J. tab dbb Hob- 
viB en L. 6. B. Bodbicios. 

Oplossibo van R. R. Lit. 

Z^t I^ig* ^^^t ABC de gegeven driehoek , P het gegeven )>Qnt, 

laat S het awaartepnnt zqn , verbind dan de pnnten P en 8 en 

laat oit de pnnten k, R, C en H loodlijnen daarop vallen, dan 

beeft men AP» = AS» + PS» — 2PS X SD. 

BP» = BS» -♦- P8» + 2PS X SE, 

CP» = CS» + P8» — 2P8 X SF, 
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bggcToIg 

AP»+BP«+CP»=A8»+BS«+CS>+SPS»H-2PS(8E-8F-SD). 

Maar SP = 2SG, omdat GS = 2SH, 

?erder is DG = GE, wegens AH = BH, 

das SP + DG = 28G + GE, 

of SF + DG — SG = SG + GE, 

dat is . SF + SD == SB, 

weshahe de vergelijkiDg wordt: 

AP* + BP* + CP* = AS« + BS> + C8« + 3PS«. 

AANvaaKiHo van C. J. MATTau. 

Denkt men zich in ieder hoekpaoi det dfiekoekt de eeobeid van 

gewigt, dan heefl fiet zameostel dier drie tware massa's hetzelfBe 

.twaartepont met den driebeek gemeen. Stelt men sinh na door 

'dat zwaartepont S en het willekearige pont P, twee op hel vlak 

des driehoeks loodregfe assen voor, dan leert ons de mechanica , 

dat.het^auuDent van Inertie d^.stelfels om de as door P, dat is 

AP* 4- BP* + CP* , gelqk is aan het moment ?an inertie om 

de as door het zwaartepoot , dat is AS* H- B8* -h CS*,;opgeteid 

met driemaal bet vierkant op den afstand PS der beide assen, en 

ziedaar de slelliog. 

CLXXXIX. VOOBSTSL. 

Door W. Vin Haaist. 

MooikmnsÜg ie bowf/aen , dat in elke driehoekige ^jn/ramidê 
hei viervoud van de êom der quadraien op de o/sloi^^H» die de 
hoekpunten hebben van het moaartepunt der piramide ^ g^fyh is 
aan de eom der quadtaten op de ribben. 

Opoblost door C. S. Hattbss, W. van Haabst, J. vau dkk 
Hobvbn en L. (j. B. Boükicivs. 

Oplossiho van C. J» Mattobs. 

Als men, zie PI. II, Fig. 13, het midden N van eene der ribben 
AB met bet midden N' der overstaande ribbe CD verbindt, dan 
is O, liet midden der verbindingslijn, bet zwaartepunt des tetrae- 
ders ; waarvan men zich ligtelijk overtuigL Denkt men zioh de lijo 
DO bi)v. , dan moet deze NC noodwendig in een punt 8 zoodanig 
verdeden , dat NS : SC = 1 : 2 , terwijl tevens 80 : OD =: 1 : 3 
lijn zal. De waarheid onzer stelling wordt nu onmiddellgk uit de 
aangehaalde figuui ingezien. Immers men heeft , als men gebruik 
maakt van dezelfde notatie als in de oplossing van Voorstel XX : 
2(A0* -h BO*) = 40N* + e\ 
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2(B0» H- C0«) = 40L« -h a», 
2(C0* + DO») = 40»'* -h y«, 
2(D0> H- AO») = 40L'» + a^; 

bggeYolg 

4(A0«+B0»+C0«H-IX)«) = 2(NN'*4-LL'«)+a*+««-H>H^» 

cxc. voorb.vbi. 
Dmt W. var Ha&ist. 
Meeikmmsfig te bewf/weHf dai »iê mên «en puni.lnnnm of 
bmiên eene dnehoekige pyramide neémi^ de eem «au de gua- 
dtatem der afêiaindei% ron dU pnmt lot de hoekptmten der pffnmnde 
geljfk ü aan de som van de qHodraten der afetamden die deae 
hoekfmnien van het moaarteptmt der pfframide hebben ^ met nog 
viermaal het quadraat van den a/etand tan dit Mteaariepunt 
tot het gekoaen punt, 

0p«blo8t door L. G. fi. Boüeicids^ R. &• Lit, W. ?ah Hüest 
en J. TAH OKE Hosfiir. 

OpLossiiTfr van L. G. B. Boveicius. 
Het midden O, zie Pig. 120, van de lijn MN' die het midden 
N TEB eene ribbe AB met het midden N' fan -de -orerttaande rib- 
be ?erbindty is, zie de oploaaing van het vorige vooratel, het ivaar* 
tepaot van het viervlak ABCD, Laat men nn ait ie hoeken k, 
B, C en D en bovendien nit N en N' Joodlijnen Aa, Bb, €c, Dd, 
Nn en N'n' op de lijn PO neér« loo geven de A i^ PAO, PBO, 
PCD en PDO: 

PA> = 0A> H- OP* H- 20P X Ot, ^ 
PB» = 0B« 1»- OP» + 20P X Ob, 
PC« = OC» 4- OP» — 20P X Oc, 
PD» = OD» + OP» — 20P X Od, 
zoodat 

PA»4-PB»4-PC»4-PD»=:0A»-h0B»4-0C»4-0D»-^40P» 
+ 20P(0a4-0b— Oc— 0d)=0A»-h0B»+0C»H-0D»+40P»; 
aangezien Oa + Ob — > Oc — • Od =5 O it. Van de waarheid 
van dit laatste overtoigt men zich gemakkelijk , door ^p te merken 
dat an = nb, en' := n'd en On =:? On' ia, waaruit volgt 
Oa + Ob = 20n = 20n' = Oc -h Od. 

iAHVKEEIHO VOn C J. MATTOia. 

Ala men tot oorsprong van regthoekige coördinaten aanneeoyt 
het Ewaartepont O van eenig samenstel van stoAigke ponten 
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Iijle ponten A(#,y,s), BC*'» y', ^) eos., #ii«rviin de gewigten 
retpectievelqk z^n Jf, if', enz., en P(a, 6, o) een willekearig 
pant ii, dan heeft men: 

PA»X Jf+PB*X*+cw.= £ . PA* X» 
=:X.[(s — «)«+(y-5)«+(« — c)»]X*=£.(s»4-y* 
+ !«')»— 2i«.»ilf—2*£.yir—2i«.»Jf+(a>4-fc*4-c«)E.if. 
HaatS . #if, £ . yJf, S • xM z^n = nnl, als tteliende de aom 
Toor der ttafiiche momenfêo - respectievelijk ten opzigte der vlakken 
TZ, ZX, XT; die alle drie bet zwaartepunt beTatten; zoodat men 
ferkr^gt: £ . PA* X Jf = £ . 0A> X * -4- »P» £ . *. 

Ka fait het zwaartepoiit van eed^vviefvlak zamen met dat van 
vier getl|ke gewigfen in de hoekponten gedacht; hier heeft men 
dat M SS it =z M'^ zn M"\ waartit onmiddellQk voortvloeit 
toor'een Tetraedrom ABCD, waarvan O het twaartepdnt is: 
PA*+PB*+P€«-»-PD»=0A»+0B« + 0C»4-0D«+4OP*. 

CXCL VooisTtL. 
Door W. VAH Haabst. 
Op iê Ufn BO die uü een der hoekpunton B f»afi em wiUc' 
kêurigen driêkoéh BCC', noar hei midden O der opentatmde 
aifde geêrohken m, Aee^ men een 9iuk BB^ g^ijh aon de M^de 
CC' yenoinen en dit eiuk in A middendoofgedeeld. Men wil 
hem i f m m\ dai mie men mi hei midden M von AO lynen trekt 
etmwffdig mei die welke de hoehen BOC en BOC^ middendoor- 
deeèen^ deee Ifnen de M^den BC en BC' niet ehohie^ moor ook 
de lifnem B'C en B'C\ ahmede eihander halveren. 

Omslost door R. R, Lit, W. var Haaist, L. G. B< Bouai* 
crDty J. D. R. MotL en J. tas hm flotvkyr. 
Onossiaa f>an H. R. Ln. 
Daar, zie Fig. 121, 6MD //OS, heeft i^n de evenredigheden 
BD : BH = BS : BO, 
CD : CN = CS : CO; 
mear omdat OS den hoek BOC halveert, is 
BS : BO = CS : CO, 
bqgevolg BD : BH z=: CD : CN , 

of BD : GD = BH : CN; 

na ia, daar OT ^^ MON middendoordeelt en tevens J. MN sta.-il, 
de driehoek HON gelijkbeenig en ON = OH = HA, zoodat 
BH = AB 4- AH = CO + ON = CN, derhalve BD = CD. 
Nog heeft men : 

B'6 : B'H = B^H : B'0, 
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^ciliilfo, daar B'B : B'0 = C'H : CO is, 

B'G : B'M = C'G : C'If , 
of B'G : C'G = BH : C% 

bqgerolgy omdat B'M = C'N is, evco»» B'G = CG« 

Geheel op dezelfde wijs kan blijken dat BC in E en B'C in F 
gehaheerd wordt, waarmee dan tevens bewezen is dal DEGF een 
paFallelogram is, waarvan DG en £F do diagonalen zijn, die 
elkander dos als zoodanig ook middendoor moeten deelen; omdat 
sg rqithoekig op elkander ataan, moet daarenboven bet paralldo* 
giam een mit zijn. 

AARmKiHe row W. tah Haaist. 
De bewoste ruit is blijkbaar soowel wat vorm als grootte aan- 
gaat, staodfastig Toor alle driehoeken BCG' die dezelfde basis 
hebben en waarvan de deellijn BO dezelfde rigting beboodt^ de 
tqde der mit terandert niet, zoolang men aan de driehoeken 
slechts dfezelfde basis geeft 

CXCII. VoomsTBL. 
Door W* TAS Haabst. 
Den imhmd U bepalen van hei gedeeüe ier eBipe 

ieii er vam afgeeneékn wordi door de parabool 
y« = p« 
Ter ioepaeeing neme men voor de aeeen der dlipe 82 en 10^ 
en toor de parameier der parabool 4 eh 

OfOBLosT door L. G. B. Boüaicira, W. tav Haaut» L tab 
BBB HoBfiB» A« A« T. Lbdbboib en R. R. Iit« 
OtiossiHo van L. G. B. Bobbiciüs.' 
Beginnen wg met de coördinaten te zoeken van bet an^piut 
k vaa beide Inunme lijnen (zie Fig. 122)t 

BQodBt «9 tetena vinden, dat y onbestaanbaar «oidty bqaUiett 

2J» 
2 i* < q» of — < P faf 

dat /ie». indien de ppiweler nn de parabool geootor mogL^ 
dan dto der ellipa» 

T 
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Badingven iri^ tlu't 'nik H ab MnUl èeo^ drkd en verkapa 
«§ de coördinaat AÜ tbt in B*, dm i* 

lohoad A?0C4 ^ - X kh. I^OGD. 
S.t^0'wij.na Hoek fl^D =^, dan is: 

?ro U lüB. DBOCD z= ia\(P—Sin(pCoii<^),' 
aiv Inh. APOCi = iaA{0 — iW«(pCoj<p). 
Se iohood fiD het parabolisch segment AQOCA. is 

=s I ui JiS»!! — «n <f (7ös 0} , 
dM Xweemaal In^ APOQ = a(APOCA — AQOCA) 
z=i l ab{3(p + Sin^Co8 ^ ASinCpl. 
Ia ons voorbeeld is na a = 16, & i:^ 8* p 2C3 4 el^ dua 
= iT en 2AP0QA = a5(}T — $)# 

OpLoaswM» fofi We, tah Haabst. 

Zij de' topvergclijling der ellips j* = -|(2ajr — «^ eo die 

der parabool y* = px^ dan zallen vij door « en y uit dsze 
beide vergelijkingêir 'sip te losens, de osurdiulta der «sderiiiifè 
snijpunten finden. üit de «cnte voift a'y* = 2ab^M — iV 
té ok de tucede «^* = «^Jr, dus dwvr gel^ksleUng 
oV = 2aA^* — iV, of #(«V — 2tfA* + **) =a •, 

derhaWe s z= O en sr = ^rj — *-^ 

em «laeo j = O ea jr = db — ^^^— t ^ • 

Het blijkt daoi dat, behal?e dat de parabool den (op met dé 

ellips gemeen heeft, de eersie Ha laaUte neg in twee ponten 

snijdt, wanneer al thans de waarde van y bestaanbaar is. Daartoe 

wordt fereisckt, ^t 2b^yap is. Nu. is,. socMls bekend is, de 

inbond van hel parabolisch segail&nt begrepen tosschen deabscis# 

en de ofdiniial ft 

2a(Zb^ '^. ap)i/ap{2b* — ap) 
|iPy-_ 3^s^ ■>- 

ca . eok Ab ittkeod tan het elliptiieh legtieiii, b^Mj^ 
detelfde eofirdinaten, wordt gemalkcIQI (etoedem IsMDiri hf 
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• 



= — o-(* — *)f^(2«? — **) — iai Boog. Sin ^LZI — 4. C, 



«Miris iiien..ii« # «loei ncfkien tnsichen de grenzm 

.# = o en # _ p j 

aladan vindt men 

Ea dewijl de Qemt^f^de inhoud het dabbele TenehH vsn die 
der beide aegmeoten is, zoo wordt hij 

Is DU gegcvea a = 16 el, A = 8 eo /» z= 4 el, dao ie 
i^ =; op en daardoor gaat de gevonden inhoud over ia 
r = ab(\r — 1|) = 30,395263 fierk. el. 
Iq dit geval gaat de parabool door de uileinden van de kleine as 
der ellips. De halve ellips is dan \abT en het parabolisch seg^ 
ment tlab^ 

CXCIIL YoomeTBb 

-Doof W, Tiv Haarst. 

3Wi9 cMeb» ww^oan dê stfahn en de a/ttand der middel* 

pmUen gegeven aijn , bewegen mich in iegengeêtelde figiing mH 

gel^kê haekmielhêid ain hunne middelpunten^ Ale men nu op 

elk der beide omtrekken een willekeurig punt aanneemt^ deuk 

keeohif/i keê midden van den afet^nd dier punten bij die bewo» 

ging eene kromme lijn; vrage naar de vergelijking dier kromuwm 

OwaïïLon door L* G. B. BoeaicitSy J. tah dii Hoitin en 

W. TAR HaaIST. 

Otlossiiio van L. G. B. Boviicnrs. 

Het aanvankelijk verschil tossehen de hoeken CAE en DBF» 

tie Fig. 123, blijft helaelfde, wij willen het i noemen; de ver» 

anderlfke hoek DBF si) 0: dan is, als wij tot eeërdinaat-assen 

étt Itjo AB en tb lijn OY loodregl daarop door het niddeo (•• 

InkkeB aamienien , 

U S3 ya i(Efi -f FH) =3 i[S fiik(<^ + 2) + r A'ii(A]» 

aLssmzs:i{k&^9Uyail»Coa{<p^i)^fCoe<P]^ 

T 2 
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na herleiding en raogtchiUiDg Tolgeot Sim0eaCoi4i ▼«^rwt owd 
2y = RSiniCos(P + {RCoêi + r)8in^^ 
29 = {RCoBi — f)Co8<p — RSini Sin^. « 

Lost men oit deze vergoelijk iogen 5tfi^ en Co$(^ op, denelver 

waarden Tervolgens sabttitocrende in Sin}^ + Coê^^ z=i 1, loo 

Tindt men 

derhalve blijkbaar eene ellips, daar 

dos negatief is. Ten einde uit de vergelijking den regthoek «y 
weg te maken, gaat men tot andere coordinaat-assen over, onder 
eeo hoek «» met de oorspronkelijke, door 

Mz=Lx'CoM»'^ y' Sin a en y =: w' Sina+y' Co9m 
te stellen, alswanneer men voor « = )} vindt: 
(,'s ^ y|^)^B} + f»)4- 2(ir'*-y'>)«f = i(2l« — r»)\ 

of #'»(« + O' + y'*(« - O* = *(«* — r*)*, 

waaruit blijkt, dat de ellips tot groote as /2 + r en tot kleine 
as it — r heeft, dat voorts hare groote as onder een hoek gelijk 
\i helt op de verbindingslijn van de middelpunten der eirkels eo 
xq van den onderlingen afstand der middelponten gehe^ onaf- 
hankelgk is. Voor cirkels van gelijke stralen gaat de ellips in 
eene regte lijn over. 

Door hoek DBF negatief te nemen , Imt men de ciikels in ge> 
l^ken tin draaijen; men verkrijgt alsdan geheel op deidfle wijxs 
de vergelijking 

«« + y« = J(«» + r* — 2RrCo$i\ 
dat is die van een oirkel die voor 2 = en =9r respeotivelqk 
lot straal heeA i(A — - r) en ^(A -f- r). Hadden de gegeten 
drkeis gelijke afmetingen, soo vond men 

«* + y» = R^Sin^\i, 
soodat in dat geval voor ^ = O of = ar de cirkel tot een post 
teroggebragt wordt , of 2S = r tot straal krijgt. 

CXCIV. V o o E 8 T B L. 

Door W.'vAH Haabst. 
Op tweo regio l^nom, dio door hare vorgêt^ümgêm gogooom 
syf»9 bewogen Mdek twoo pmUon mot gd^ho onMML Ak mm 
mn io beido punten im eiken eiand door eene regte l^'n tm^ 
oomgd denkt f dan begeert men do vergelding der x 
ptoÊte vom het midden dier Ifnm te b ep o l en^ 
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Omium dbor W. ^mm Haaist i L. 6. B, Boouai», C. J. 
Vatthbs en J. tan du Hobtbü. 

OnoaiixQ ra» W. tar Haabst. 
Laat gege?eQ t^n de TcrgelijkingeD vaa EF| Fig. 124^ y =pjr -f- g 
en van GH| y = jr'jir 4- q% en ooderstelleo wij dat als het be- 
vegende pont A in a|, b^ gelomen iê, de coördinaten ?an het 
andere pant B, a\^ b\ zijo. Nemen wij dan een willekenrig 
itnk BD = AC en trekken wij CD , dan is het midden P van 
CD een pnnt der gevraagde meetkanstige plaats, noemen wij da 
eooidinaten van hef pont C:o^ b^ die van het pnnt J):a'^fb\ 
en die van het pont P : x, y, dan is 

2x =1 a^ + a', en 2y = ^^ + i'j , . . .. (a) 
Daar nn A en C in de Ujn EF liggen en B én D'ln de lijn 
GHy heeft men 

6| = paj •+• g en b^ =r pa^ + J > dus i&| — i^ = P(^i — ^ 
i\=pV, + q' en i', =p'a', + j ', dos b\ - b\ =p'{a\^'^). 
Haar dan is AC» = (a^ — a^y (1 -f />•),• 

BD«=(a',-a',)»(l+/>'*X 
derhalve (a, — ojKl +P*) = (fl'i-«'B)K» +P'*). • (b) 
No hebben wij nog 

2y = (ia + A's) = pa, + ƒ>'«', + J + j' 
= pa,+ p'(2a; — flj) + g + 9' 
waaruit 2y - 2p/. - , - ,- 

p — p 

en a * -m^ . • 

Door eindelqk deze waarden in vergelijking (b) te'anhttitoeren , 
verkrQgt men na eenige herleiding: 

welke vergelijking y daar de wortelgroof heden ook het tegenoverge- 
stelde leeken kennen hebben , twee regte lijnen voorstelt. 

Het eenvoudigste geval heeft plaats als GH in de as der X ligt 
hk EF door den oorsprong gaat, zoodat 9 =r O, p' en 9' = O 
is 9 waarbij men kan onderstellen dat als het pnnt A in den oor- 
sprong gekomen is , bet pont B zich daarvan op den afstand = 2d 
af bevindt I dan is nog «i = O en a\ z=z 2d. Alsdan wordt da 
vargelqking 

T i 
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'^ 1 ± K(i + p*) ^^ 

Er xQd derbaWe twee elkdnder regthöelig snijdende IQnen, die 
kide dDor bet midden Tan AB gaan, en waarvan de eene eren* 
iv^dig lortpt mei de lijn, die den hoek middendoordeeh welke de 
I^nen EF en CU met elkander maken. 

OpLQ8<iifo van L. G. B. Bovbicics en C. J, Mattbu. 

Neem, zie Fig[. 125, de eene lijn AB tot abscissenas aan, hAar 
doorsnijdingipunt O met de andere CD (ot oorsprong, en laat 
i.BOD =. w gegCTen zijn, terwijl de loodlijn OY de as der ordi- 
pa^n zij; zoo. is do onderlin||[e stand van beide lijnen gebeel 
bepaald en. bare vergelijkingen zijny = Oeny:;=x Tangm» 
Laat het pnnt op AB zich van de linker- naar de regterband, dat 
van A naar B bewegen, maar het pont op CD, in het eene geval 
Tan C naar D, in het andere omgekeerd van D naar C, en stel 
dat belde punten gelijktijdig respectivelijk in O en in C zich. 
bevinden. Zij eindelijk OC = 2d, maak dan AO = OB = CD 
^ 9 = de snelheid der beweging;, overigens van eene willekearigo 
lengte, daar het slechts op de gelijkheid der snelheden aankomt* 
Trek voorts DB en DA, en zij P het midden van BD, P' het 
midden van AD, dan is het klaar dat S, het midden van OG, 
eea pont van beido de mcetkanstige plaatsen zijn moet* Om on 
de vergelijking der «ene te verkrijgen, heed nen 

2j? = OE 4- OB =: (2£/ + r)Clw« + r, 
2y = DE = (2^ + v)Sin». 

Elinineert aen hieruit r, zoo vindt men 

y(l -I- Cosw) — X Sin té r= dSinm^ 
bqgevolg yCo8\ta — xSin\69 zs dSin^m, 
of y = (rf+ x)T9ngi<és 

dat is de vergelijking ecner rcgte lijo-, evenwijdig gerigt met de 
Iqa die den hoek BOD middendoordeelt» en gaande door bet pmt 
8, wegens OT == OS. 

Voor de tweede meetkonstige plaats heeft men 

2x' = OE — AO = (2i/ + t) CoêCt^ w, 
2y'= DE = (2rf+ v)Sinm. 
Se eliminatie van v geeft hier: 

y'(l — <7os«) + s'Sincêzrz iSinm^ 
of y^Sinim + ii'Coêiiê SS dCo$ié^, 

derbilve y' zs {d ^ w')CoHm, 
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4iit wtdeftn ftoa v9gU» Igq^.die .loocjr^ /itut.op da emtgeron- 
ihiH)» eo die ook geJijik behoort door I^et pan) S gaat, daur «vnt- 
«Cfr OT'«B OS u. 

' Door A« A. T. Iidibokr. 

O wéj i Wuf <h» ffian Al «a«rtb der 7«t^6iift^ ^tangtm^ marr 
wtaal en etiifiormaa/ van eenig puni der ptrai»ol.mhi4^g0' 
wteen gevonden hebhe: dan toordi gevraagd^ daaruii de waarden 
der overeenkomstige t^nen h§ de eitipe eVi hyperbool ie bepalen^ 
en wel Monder gebnUk.ie maken wan differentiaalrekening. 

Onilou door A. A. T. Lsdbbokb en J. vl^, du Hoxtbv. 

Oplossino tan A. A. T. Ixaue^. •' •. mI 

Ooderttel dat, sie Pl(^ 126, de ellips OPN ea de parabool 
APP' elkander io bet punt P raken ,^aa zullen tooi dat pont 
de waarden ?an tangene, tobtangeBt «na. Toor de ellips geiyk bijq 
aan die der parabool, en daar deze aitto «^an elki^der afbangeui 
no aal het foldoende zijn, eene van haar te bepalen. 

Stel O tot oorsproftg van n^gthoeklgB'xeQfrdhiateny 
OQ =: #1 PQ = y en laat de parameter der parabool =: /», 
de halve assen der'cnips t^ a en r=*6 ttjn^ terwijl de aft tand 
der, toppen van belde krommiin AO rr: wi genomen wordt , dan 
is de vergelijking der ellips . ; . . .-.v. 

en die der parabool y** == f(m + •^. 

Voor he^ pont P ia y''= y en tevena sK = #, derhalve 

^a«r * •?) =B K» H- #>. 

waarait na herleiding: ,, ' 

alap — 2i*) . a« ö ^^ ^ 

tfl + JJL^ Iè ^-ppaaat.©. . j. ..^ 

'Daar na de beide krommen elbnder raken.! loo kan » oit jdeze 
fwfede-magtsvergelijkijig opgelost, slechla ^ waarde hebben, zoódat 

Dit geaft' fSQr : de -parameM dfet inraimol io .dë ifribeeDtcbap' 
pd$^.«l^ei« «a de ejenentm der elli|W oijtg^dnikl: 

S 4' 
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wèDce vutde tan p men nu oog maar fn de nitdraUiogen foor 
da taDgeof, tobtangeiia enz. der parabool te iabttitoenÊo heeft, 
om de ofereeDlomatige waardden foor de ellipa te ferkrijgen. Zoo 

ia bijv* de aobDormaal = ||p = r — ^. 

Geheel op dezeUde wqte met opiigt tot de hyperbool to «srk 
gaandoi heeft men hier 

b^gefolg ^(2» + #«) = Pi» — m), 

2t\a-h s) 
' — ? * 

mAmnomi =s ip = ^, ^ eoi. 

CXCVI. VoomaviK, 

Door J« VkM DIA HoiTiv. 

Jfo» rrao^ eb tergtlijking U bepalen pm de gememedkep' 
pJyiênu^^ aa» twee parttbohm die den top gemeen hebben^ 
en wier aeeen loodregt op elkander elaan; tevene begeert men 
die raakl^n te eanstrueren. 

OraiiosT, door W. tan HjuLHSTt L. G. B. Bov^iciua, j. tjjt 
on Uoivss en R. R. Lit. 

OnostiHCh iyi« Vf. itm Hiiisr. 

Zq de vergelijk ing der eene parabool y^ p» tn die der 
andere s^ = p^y^ i dan i» de tergelijLiog der raaklijn un eeoig 
poot m, Il der eerste parabool 

«y = iP (* + w) (a) 

ea die aan eenig pont m|, fii der tveede 

*»i'i = lPi(yi + »!)• . r • . • . (b) 

4Ia wQ deze vergelijkiogen achrijven 

en daarbij bedenken, dat beide dezelCle lijn follen moeteo voor* 

ateileot dan moet ^ ^r — Ï! en ^ es — n. , dat b 
2» Pi 2» '* 
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**»i* = FPi •..(€) 

eo 2n«, = — mp (d) 

tgo. Mtar daar m, m een pant fan de eerste en m|, n^ een punt 
tan'^de tweede parabool i«, heeft men nog n^ = wp en m^^ 1= fi|P|« 
Sebr^ven wig de eerste dezer waarden in (d) dan wordt 2n^ =r — - n, 
wsardoor de tweede waarde OTergaat in m^^ = — ^np^ en door 
deze wordt (c), als wij schreven 16m| V =r p^i*, Sw'Pi = — P^i* 

waanut n = — ilKp^Pi en das ^ = ^h = — ilJ^p*pi- De 

▼er|elqb'ng der gevraagde raaUijn is dan 

^r^P + S^Pi = — l^pVi^. 
Zoeken wij Terrolgens do eoördinaten van de panten, waarin 
de pazaboleft elkander snijden j waarvan het eene de oorsprong i^ 
dan vinden wij voor die van het tweede pant iKpPi^ l^p^i- 
Nemen wij alnO op het negativo gedeelte van de as der y van 
den oorsprong af een stok gelijk aan het vierde gedeelte van de 
ordinaat van dit pont» dan vinden wij daardoor het pont in de 
as der y f waarin zij door de raaklijn gesneden wordt en hebben 
alzoo no3 slechts de rigtiog of nog een punt te bepalen» om ze 
te kunnen trekken. Maar laten wij eene regte lijn door de on- 

darlinge snijpunten der parabolen gaaui dan is de vergelijking 

p 
dier lijn y = al^-^, en daaruit blijkt, dat de raaklijn met de 

Pi 
as der s eenen hoek moet maken , die geUjk is aan het sapple* 
mtht van den hoek dien de snijlijn er mede maakt. De rigiiog 
iê derhalve mede bepaald en het trekken is gemakkelijk. 
CXGVII. y o o B s 9 B u 
Door R. R. LiT. 
' Mmvtmigï ffe tydên vAn een impetiwn ie bepalen^ ah ge^ 
geten ij/is dè hoek foelken ie verlengde opeiaande z^den vonten^ 
de höogie^ de ecm tan grond- en bovenlyn en eene der op- 
Ua&nde s^den. 

OroBLoat door L. 6. B. Boobiovs, W. tib Haabst^ R. B. Lit, 
J. TAV DBB HoBviir e» J. D. R. Hoit. 

'OPLoasiHO van L. G. B. Bodbicii». 
Coastmeer» zie Fig. 127 , den regthoekigen driehoek ADF met 
da gegeven aehoinsche zijde a en hoogte A; maak ^ ADE es e^ 
an Irak int het midden 6 van a eene lijn GHI evenwijdig aan- 
iB gelifk aan de helft der gegeven aoxn e van grond-en bovenlijoy 
dan b verder bel trapeiiom gentakke]r{k te voltooijen. Om voerU 

T5 
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óe gQTraagde lijden te bereUnea, besft mea 

In A iFD, SinAX=z -, CoêJi^ ± K^* — **) ^ 

ea ia A ADE, ^idLED :S3 iSMi(^+ «) 3= 5if»^ £*«•« ^k-CmASmm 

BC:=DEt== ^PX^^ ^ ?*. ^ 



_ ah [h Coè üL rp iS/h «K(o* ~ A*)j 
▼oorti GH = }AE = i ■^, — - — 

eindelijk AB =:: t« + ^H» CD z:: i » ^ GH. 
cxcvm. ▼ o o * 8 t t L. 

DfiOT ft. ft. LiT» 
Mtn verlangt twee gehjke en gelijkzijdige irishöelen iiooAmig 
tê plaatsen ^ dat de omtrekken de tlakken weêrkeerig midden- 
doordeelen. 

Opgelost door W. van üaakst, R. R. Lit, J. tah Dia BobtUi 
J. A. Staikabt en 1. D, &. Moll. 

OpLopi5a van W. vau Haabst. 

Twee gelijke gelijkzijdige driehoelea koaoea eene meaigte ver« 
febillcnde atanden Lebben y itaarbij z^ elkander foor de belft be- 
dekken. Daarbi] kttonea de lijdea twee aaa twee eveawijdig of 
niel evenwijdig zijn. Alloos «ai van zoodanigen atand nog loC 
eea zekere grens argewekea kuanen «ordea, «oa^er.dat daaiJoor 
de gestelde voorwaarde verbroken wordt, Wy willen tmu bfl 
geval van de evcawtjdigkeid der zijden, zie Fig. |28« da dcie 
boof Jstanden ABC en DEF , ABC en D^E^N » DEF eo SJ^H 
ondormcken. Daartoe noemea wij de zijde dea^ driehoe^„ai lea 
stellen UO = o? , dan is ook BP S « en MN :=^ NP ^, BH. 
— BN = s — ia, dus MP = 211N = ?* H- o. Voorts is 
BR =7 BM = BP — UP = Oa -^ MP = a /- s «a B6 
= iBS = i(a *— s). Laten wy on uit S eene loodlij^ HG of 
BM aeèr, dan meet, d«ar boek QHB s= SQo as, GH s NI 
SS %(« — M)yi z^Of naardoor wij voor dim inbond van hst 
li^«am HOPM.iNI x (HO + HP)==:K« - #H^'«)^^ 
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if «il Mm, mUmï JUffHIQ sAxM. tn|iw lOFIttz: Ka -u. «) 

{is^a)l/i TiDden. Éa «bnjl èe mlwiid de« driebo«kt iBC 

83 |«'f^3 ia» en de inhottd dtt «shoeké gelijk moet cijo tan 

de helft van dwo det drielieeksi loo vol{[t daaroit 

4(a — Jp) (8* -^ a) S aS dat is. ar^ «-** fö* + /a«* = O» . 

waarail men viodt # =s ^ en # = f a* Yoor de eersie iraArde 

t^ de driehoek of ABC^ ala door DEF, en foor de tweede waarde» 

alt door D|E|N wecdl veorgealeld. Ia bet tweede geval toa blijk* 

haar Ofii^ toodaaig op D£F moeten liggen, dat de zijde DE den 

dridioek D|£|N onddendijordeeity wat op hetzelfde neerkomt ila 

den driehodc D^E|N in twee gelijke deeien te verdeelen door eene 

^n efemrijdig niet eene dei sijden. 

Oplóssiho van R. R. Lit. 

Iaat èe beide driehoeken een boekpotit A gemeen hebben» zie 

Fig. 129» zoo tal toor dat geval het naagituk opgelott zign êb 

men liet «teAi OG s=: # bij?, in de zijde a der driehoeken weet 

eit te dnikken. Daar 

Z. CAG = Z- DAF =^ eO«— Z. PAG, AC — AD 

en LC= LD = 6(y> is, 

hebben wQ AC&6 <& A DAF» derhalve AG :=: AF. Erèntoo 

blijkt gemakkelijk A EGR S A BFH» zoedat GH izz FE Is. Trekt 

SMn na de lijn AH, zoo moet 

A AGH "SS A ABF = | vierh. AFH6 = i A ABC tijn, 

d«a GR = }a en BH = |a -^ ar. 

nt 8e gelQkwniiigheid der driehoeken AOG «n BFH volgt w^deri 

CG: AC 3SBF rM, 

„_ CG X BH (|ei — ir)« 

waamil BFTs rz — = ^^ — 

^ -AC a » 

«iadelQk ie A AC6 + A BFH c= ^ a ARC , 

dat ia (iACxCG+iBHxBF}iSm60o = ^*^m80o, 

ef 2aJp + 2(*i — *)**«=#* 

en na berleiding 

ie#> ^ 2las* + 26a^s ~ 89* s O, 
waanrit» bgaldien de lengte van a in een getal gegeten ia, b§ 
benadering m kan worden verkregen* 

CXCUL T o o m a 9 a 1. 

DiMT K. R. IlT. 

^ii WM een ngilmMfi liepalfwaï gegêvm m^ de •fhumém 
•aa ^tê mMIim OTf Éffê$ dt9 §ooék9g$ op gfotnd" en aoaenlyfi 
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maai, M ktit mUUem der oomga sgfAitf Mfimgl mm lm 
Uapewiam U benkenm en te eofutruenn. 
OraftLMT door J. i. Staskakt, R. R« Lit, L^ G. B. B#unct«f| 

J, D. R. MoiLy J, TAir DER Ü01T«1C OH W. TAK UiAftST» 

OrLoMiRo tan J. A. Stahkart, 

Zij, Fig[. 130, ABCD het regthockïg (rapedom, E het midden 
der regtboekige zijde , waaruit de lijneo EF, EG en EK naar het 
ntiddeo der andere zij den getrokken zijiK Indien men de tijden 
van eiken willekearigen vierhoek middendoordeelt en de deelpnnten 
door regCe lijnen vereenigt, ontslaat er, zooala bekend ia, alt^d 
eon parailelogram. Deze eigenschap geeft een zeer geschikt middel 
aan de hand, om het trapezinm uit de gegevtna te beschrijf eo« 
G)nstraeer namelijk een parallelogTamfdat^EF en EH tot zijden 
en EG tot diagonaal heeft. Trek» omdat E6 noodzakelijk eiren* 
wijdig moet zijn met de efeawijdige zijden van het trapezium | 
door de ponten F en. II lijoen evenwijdig aap EG en door £ eene 
loodlijn AB op beiden, neem FC = BF en DH = AH en trek 
GGD, dan is bet trapezium geconstrueerd* _ 

Om nu de zijden uit de gegevens te berekenen^ zij EF = a» 
EG = 6, En = c en stel AB = s, BC = y en AD = «, 
dan is AE = BE = ix, BF = iy en AU = i a. Na ia 

i(BC + AD) = EG of i(y + ») = 6. . • . (a) 
BE« -h BF« = EF« of i«« + Jy« = tt«. . . (b) 
k& + AH* = EH« of i»« H- i«« = c«. • • (c) 

Trekt men het viervoud van (b) van het viervoud vün (c) aft 
dan komt er: s> — y* = 4(c*— a*). . • • . . (d) 

Deelt men nu (d) door (a), dan vindt men 

._,=Hi^ (., 

mea ferkri^gt derhalre oit (a) en (e) 

,= BCs± p , 

ifl + e* — a* 
s s= AD = ^ , 



Ctt foIgCDt (b) 

in y(a + b+e)(b + o-~a){o + a'-b){a + b—e) 
g = AB= ^ . 

EiodeUjk i» CD =z >/{AB« +(iD — BC)»} 
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Uit de waarde van AB blglt, dat a, & en o loo moeten ge« 
ffiwa z^n^ dat men daarait eenen driehoek kan lameoaCrilen. Ia 
c = o, dan wordt BG=AD=i, €D = AB i= ^éa^ — A>), 
en het trapesiam een re^koek. Ia a z=z b zn e^ dan wordt 
BO = AD = a en AB =5 CD = ai/3. 

CC VoOEfTBU 

JDoor BI. HiiTB. PinaTKt. 
D0 iromwm t§m U «tttdm, waarcon de tergel^iü^ i$ 

y = K(,« - l)^ 
OraiLoaT door L. G. B. Booaiciva, H. HiHa. PiatvT^., 

W. TAS ÜAAiaTy J. TAK DIB HoBTlR «fl lU R. LiT. 

OPLosatNo 911» L. G. B. Bocbicius. 

Wq zien dadelijk dat de kromme lijn symroelriek ten opzigte fan 
beide assen is, zoodat het middelpoot in den oorsprong zich i>e« 
tittdt. Ook blijkt nit -de vergelijking | dat y alleen dan bestaan- 
baar is mdien jr^ ^ 1 , das sr ^ 1 of ^ — 1 is. 

-▼oor die^ belde grenzen is y = 0. 

De diflêrentiatie geeft: 

Daar #* ^ 1 is, hebben y en -r-f steeds hetzelfde teeken» zoodat 

de . bolle z^de der kromme naar de b9 der s gekeerd is. Bet 
eerste difierentiaal-qQottent wordt rvol voor « = O en # =r ^., .!• 
B^ de. teerstQ waarde .is y onbestaanbaar ^ en bij de twpede 

y = ft, Toor deze laatste is -r-^ echter r=: 00, zbodat bier geen 

oiaximnm- of minimam-waarde van y plaats vindt. In die 
ponten (± 1» 0) is de raaklijn de as der m en uit de symmetrie 
der kromme volgt dos dat wij aldaar keerpontcn hebben* 

Het tweede diffèrentiaal-qnotient is nol Toor # z: p^^^ maar 
don ia y onbestaanbaari zoodat er geen boigpnnten zijn. 

- Voor # ;= 00 wordt y ook c= 00, en de waarde ^ =-^even* 
9 ds ' 



r, aoodat er geen asymptoten zijn. Daar echter het eerste difTe» 
reBtiaal«fQotieDt q6 tot limiet beeft, voor aangroeijende waarden 
«Ék #t ol ds éêAVjio éÉa da kroame^ hoe «oder meo van den 
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owtpmog lioh TflTigdcrf, hoe bBger too oater tol do- looil|« op 
OK nodoHMi. 

-*• €CI. ToOftSTBL. 

Door wykn J. BissAir, 

Men begeert meetkututig ie bewijzen de goniameirieeh» ver» 
gelykingen: 

^/n» = iSinCOO^H- «) — 5m(80** — «), 
Cosm =z Ca»(eO* + «) + Cos (ÖÖ* — «)• 

Opoilost door W, var HaabsTi J. BassüIi R. R. Lit» R. A, 
MkUy Th. J. Scbo].tkN| A. A. T. Lbdiboib, J. yan dbh Host^i, 
1. G. Shoia en P. 1. Molu 

OPLostiHo va» W, TAR Eaabit. 

Zi), Fig. 131, OUN een qaadcBof, met OM als eenheid betchretai. 
Hemen wij dan AN = HN, dan is boog LS =; 60^* Maken wij voorts 
AB = AB' = «, xoo wordt B'D = BO=&fia» DH = (7ot«, 
loogM = 60« — «, boog B'N = 60o +• «, BF = Sin (60^— »), 
BT'= 5i«(eOo+«), MP _ Cm(60<>— «) <fi MF'= C(w(80«+i»). 

Trekken wij na BC evenwijdig met HN en de loodlijn DE, dan 
U B'C = B'F' — BF = Sin{W + «) — iKii(60* — «). 
Maar dewijl de zijden van den driehoek BB'C respectivelijk bod* 
regt op die van den driehoek BHE sfaao, loo sijn die driehoeken 
gelijkvormig en alzoo hoek BB'G = hoek DME = 60^ Is eehter 
in een regthoekigen driehoek één der hoeken 60^, dan moet de 
kleinste regthoekzijde gelijk zijn aan de halve hjfwtenasa^ d«t 
Is hier B^ r= ^ BB' = Sin »• Door gelijkstelling wordt dan 
Sinm = An(eOo+ a) — Sin(6(y> — «). 

■aar in den driehoek DME is ook EH := i Coem, dos 2KM 
SS Qfem=:: MF'+ MP = Cos(60«4- «)+ Cos (60o— «). 

CCIL VOOISYBI. 

Door unjlen J. Bassav. 
Mini wrUmgt fneetkunsiig ie bewyzen de goniomeirieekefmmmlm 
Sin2a = 2Sin»Cota 
Coê 2« = Coê^» ^ Sin*a. 

OronosT door W. var Haabst, J. Basur, R. A* HbUi R. R. 

LiT, It fi« SrOBB, A. A. T. iBDBBOBlt P. J* MoLL, Ik. J. 
ScgOLTBR e» Jé VAR DBi HoBVBR. 

OoiossiRO vam W. VA* Hmist* 
Laai, lio Fig. MS, BMssOM i£ 1 «n AB s AB^an «aQ^di» 



gitizedby Google 



o P fr A Y B S. JP. 200^204. 106 

«VGttlBesttJA'ME^ CMs Can^VDss Si^Actmi OM a CMm. 
Na wotit èê iahood vin dea driehoek BB'X aoottel' oitgtdrftlil 
door iBH X B'D ab door i BB" X CH; dot BH x B'D = BB' X CM, 
dbt is Sin2a = 2 A'not Cm». 

I» dÉn:d«i«biiiè BB'U U BB'» = B'1I>+ BK^ — 2BUxMD, 
rfl*ip B'«=ï:BMU, BB'»=4BG« =: 8B1I(BH — MD), of 
BK? =^ IHiBll-^ MD) en A^tM^o BU X UDt = B]l^~ 2BC^ 
^im Bll^nB([?-hCU»»i^B|l x]U»sCH^*-^BC>,datit; 
Coi2« = CoêU — Sififm. 

CClILr VOOBSTIL. 

. Ihof ynjlen J. Bi8f«v. 

Oponon Joor W. Hu Rmbst» J* Bamah, R. A. Mtit, R. R* 
ilff flf/CU i^HfUiA* A. T^ Uwioii, Ta« J« Soiouw^ J. 
TAV DEI IIoBviir en P. J/Molu 

Otiiomii^ fa» W, VAH IIuiMk 

Zijl Fig. 133 f d^ cirkel melde eenlieid aU straal beiehreven eo 
boogkB =: boog AC =» ^» dan is CE rr: BE = 7afi^«K en 
VS^:^, ^0ng3M./^\Qi A^ g;elijk?ormige reiglhodiige dctebofleQ CDB 
eo BDM is DE : CËzx;I>H : BW^dos ook DE« : CE» = DH» : BN«, 
of dwr DB = BD ~BB,CEa=OTeoD»»=Bl»4.BÖ»is, 
(BD — ^ BB)» : BE« = BM* + BD« : BM*; wa»riüt volgt BD* 
•f*2n^^BE;BE*s3B»»:BM«orBI>rBi>— 2BB = BJ|»?B£^ 
CU wederom 2BE i BD = BH* — BË^ : BM», dak is 2 Tanj(m 

: 7W 241 =± 1 — Eiw^«» : 1 , waaruit Tang 2a = -; ^^ ^ . 

. } * — Tanj'tf 

CCtV. * V o^ e^ R. g T B k. 

Door wyien J. Bassav. 

BTeoittfiM^ Ie bewijten de goniomeiriêche formule 

^ Sin2a ^ Sin 2m 

Xattf m as «-^ — -; — --^ en Cot tt = ^ ^ . 

.OfOMoii deer W»- vab KAABer, ^. Basuh, R. A. Mbb», 
J. Vas' tiBB EoivBiit P. J. MoLL, U. 6. Shokb en B. R. Lit. 
Oplossing re» W« tab Haabst. 

JUvfif» Tig. ISé^^oe^GA.:^ Aoof AB =: « ts, dan is hoog^Q =2ff^ 
CG^*=r'i5tfil^6M sr (%e2«i,BE =2 Tnii^isi en FT = Cbl«^ 
TMkett wig na oog de Ign CD loodregt nit G op BC| dan sijn 
d# 'AMibaelen CDB to BMB gel^irormig, immers ft hoek CDG 
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= hoek EHB = «« Bggetolg hebbeo wi) CG ; BB ss D8 «Bli; 
dat if Sin2» : Tanga = 1 + CiM2« : 1, wianiit 

^'^' = 1 + Cc 2»' 

Toorts tijn ook de regthoekiije driehoeken HIF en BC6 geRjt 

Tonnig, vant hoek BGG = hoek CDB = AMB =r hoek HIP. 

Daarolt volgt CG s B(r = FI : FK, of wel CG : BH -* HG 

= FI t FH, dat ii Sin2e$t 1— Ca»2xz^Caim: lp maroit 

^ Sin 2a 

CCV. VoomsTit. 
Door w^hn J. BiasAir» 
De imiêgmal ie vinden van 

1 + l^gm» 
^^1 — i^Sin(p 
Ombioit ieor W. tav Ekiut^ R. R« Lit, h BèêuMp h tiM 
DBt Hofvur en H. 6. Shoik, 

OvLossiHG van'W, tav HiAiaT, 

Z.J gegeTen Jy = d^^j__^_. 

Stellen wij hierin ^An0 = 4Pt dan wordt Co$^ = |/(1 — c^ 

2:rd[v 
Coê(Pd0 = 2jpd!« en doa d$ = — ^ , TOorts 

1 + ^^ = Kg±^ en .boo\fy = _^_; 
'^ l-^yJStn^ |/(1 — x) ' (1— s)|/'(l -h «•) 

»■— 1 
Dete Tono wordt rationaaL ala men « = — - — ttdt. want das ia 

2fi 

en derhahe 

2(n«-l)Ai _ (««~ï)rf« 

'~ "(«»-2"-ï)"" ••l«~(k^+i)J(«+<i''a-i)) 

Wij hebben bijgeTolg 

En dez& Tergelijking tam toot term integieeieiidei Terkiijgt wm 
f = |/2.%(»+i/2 — 1)— i/2*%(*— 1^— 1)-^**W«- 
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Maar dq is » = s-h |/^1 4- #>) =: f/Sin^ -f- |/(1 + Sm^), 
waardoor men vindt 

— 2hg{i/Sm0 + 1/(1 + ^^)} + C. 

CCVL YootsTBi. 

JVoor Wjfhn J. Bawav. 

I/fl II000 der hoekfmnieH wm een ilfMAoeib die 6^1 en % 

iaie^jden keefi^ uifn loodl^nen ep dê arefskumdê eenigemoewtde 

m^den iteérgekien , Ufwgl de derde hoek gekaheerd ie door eene 

Ijfn die mei gemelde loodlifnem een driehoek begrenei; vrage 

deeen driehoek te bepoiem. 

Omilost door W. var ÜitMBT , R. R« Ln , J. Bamah , J. tah 
Dia HoiYvif, M. G. SicovB en P. J. Mou. 

OrLostiHo van W. taii Baaist. 
Laat van den driehoek ABC, Fig. 135, de sqden ü,benc zqo, 
de loodl^nen BE en CD elkander in X en de deellqn AF de 
laatste in Y en de eerste in Z sni]<leny xoodat XTZ de driehoek 
is, welkk zijden in «, ifr en c moeten «orden nit(j|edrQkt. Dewijl 
no AF den hoek jd middendoordeelt , zoo moet hoek XTZ ^ 
hoek XZY z^n, want de eerste zoowel als de tweede, is het 
complement van de helft van hoek A, De driehoek XTZ is 
derhalve gelijkbeenig, zoodat y = s is. Wij willen eerst s 
bepalen, door de stukken te berekenen, waarin CD door de 
loodlijn B£ en de deellQn AF verdeeld wordt. Stellen wig 
kortheidshalve het bekende prodoct 

{a+b + c)(a'^ 6 — c) (c + a — ^) (6 4- o — a) == P, 

y/p a« -i- é» c* 

dan is CD = -^r— en bet segment CE = ^, • 

2c ** 2b 

Vil de gel^kvormigheid der regthoekige driehoeken CEX en CDA 
wolgt dan CX : CE = CA : CD , 

dat ,s CX : ^^ = ^ = 2^ ' 

«aarait LX = =; en dut 

«T-rn rv i^^ c(a«+ó«-c« ) (c«+aa~t»X*M-c«-a^ 
DX_CD-CX= — Pp— = 2^ • 

No is in den driehoek ACD 

AD : AC = DY : CY 
en dus AD + AC : CD = AC : CY, 

ü 
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waarait CY _ ^^ + AD 

en, daar AD =: 51 *•» 

Terkrggeo w^ na eene ligte hcrMding 

bi/P _ ( c4-g — ^)(fl-f'fc — c) 

^ — (a + 6+c)(A+c — tf) ~ ^(a4.6-l-o)(* + c— a)* 
eo daardoor 

W§ TiDdco derhalve toor eeo vao de beeneo dea gevraagden 
driehoeka ^ ^ ,. 

_ (c— A](A»H-c»--0 

j»- 

Ter berekening «an de derde zijde YZ hebben «ij 

Ifl^c^^a^ g / bc 

o (a-i-6-f-c)(6-H?— «) ' 

Verbeeideo wij una dq eeoe loodlqn ait X op TZ aeérgelaten, 

dan »ou deie den driehoek XYZ in f wee regthoekige driehoeken 

verdeelen, die beide gelijkvormig met den driehoek ADY zi)Q> 

daarom kunnen wij besluiten 

AT : 2DY = XY : YZ, 

dal is na eeoige vereenvoudiging 

(o— Mf6«+c«— a«) ^. 
^/Ac:l/(o + a-6)(a + *-«) = '^ -^- Y21 

en hieruit vindt men 

YZ= (c-^)(^ + ^"-«') 

l/bc{a 4- 6-hc)(6i- o — a)* 

Voor a—8,b=z6enc— 7 wordt y = » = j^l^l^ 

en * = ^1^10. 

Aavukkiiio* Ala i = c, of wel al» hoek ^ regt en daa 
6* + c* = a* iB, wordt s = y = s = 0. U daareotegeo een 
der andere hoeken, bijv. hoek C, regt, dan ia 

Wc — i) ^ c—d 2 6(c — 5) 

3^-.-__. = 6^/__ en ^ = ^2c(6 + o)' 
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Do&r W. Vin HA4JbiT. 
/!« Wmfeii 901» dne cuAeU Mjj/n g^ge^en^ die Mtmdêr twee 
mem twee amurnkm; werdi geenuigd naar den eênai dee eir^ 
keb^ Ha Me alh drie aammaki . 

OmiLOST door W. TAlBAlttTi J.VJLVBntB0BWK«f|fi.R«LlT. 

Oplomiho vm» W, nv Haaest. 
Zq, sie Fig. 1S6. Uk' sz UV = IC' s= •; kk' = «. 
BB' = 9» GC' = r; dan ü IA = # — «, MB = # ~ p, 
1IC = # — y. AB = <?=« + P, AC=6 = «H-y, 
BC =: • = |i + r« Stellen wi} voorts /. ABM = ^ en 
/. CBH = iP, dao f* Z. ^ = ^ + 4" en daar 
CoêB=zCoe0 Ceei^^Sin^ Sin^, 
100 heeft men 
Sin*0.Sin^i^z=:{\—Ce9^0)(i—(!öe^i)=(Ce8^Coe^'^'^Ce$B)^ 

= Coe*0Cae^^'^2CceBCoe0Cee^'hCee*B 
en derhalfe 

1 ^ Tm^Ss A'f»*F = Caf>0+fae*4'— 2CoffiC«f0(;W^^e) 

a^4-o^ — i> 
Docb nu ii id A ABC, Cos B -= — -^- ; 

«.«.ACM. <^*= "'^"^g!r^— "' ■ 

SalMtitneert men sn hierin de waarden van «, 6, e, loo woiden 
dese nitdrakkingen 



eo dit overgebragt in de verg. (a), coo kooat er na vereenvou- 
diging 

a*r^ m^s* y«s» 

(» +|5)*0+ y)* "*" (« + P/(«-ft* "^ (P-f- yr(# - «* 

2<>y*ar 2a>y# 

ü 2 
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hetgene herleid, geeft: 

of 

waaruit («p4'Py+y«)«-f-«ft^ = ± 2jt|/[«|3y(4H-|3+y )] , 

Wij ▼inden dns Iwee waarden voor de lengte dea gevraagden 
atraak., waarvan de * eerale is van den nakcirkei die in de ruimte 
door de drie cirkels ingesloten, zich bevindt. Is « = = /, 
dan wordt de eene straal ::= ^»(i^i — 3) en de andere 

^ f 421/s -*- S). 

AANHitKiRfi van C. J, BHatthis. 
In de vraag is niet bepaaldel^k aangegeven dat de drie cirkels 
elkander aiie twee aan twee uüwendig aanraken. Bgaldien er 
een A bgv. de twee andere B en C inwendig en deze eikander 
wflioeful^ aanraken, dan zijn er evenzeer twee raakcirkels moge- 
Iqk: de gegeven oplossing kan op dit geval gemakkelijk van 
toepassing gemaakt worden , immers men heeft slechts « n^atief 
te nemen. 

CCVIII. V o o B S T B L. 

Door W. VAB Haabst. 

jéi$ de xgden van een driehoek respecHvel^k hodregt êUun 
Of de a^den van een onderen driehoek^ wordt verlangd anafy'- 
iiêck te betoogen dat die s^den evenredig a^. 

Op«blo6t d4wr C, J. Mattrbs, W. van Haabst, R. R. Lit, 

J. VAir DBB HOBVBH «fl AI. G, SvOBB. 

Oplossiro van C. J. Hattdbs. 
Nemen wij het hoekpunt A van den gegeven driehoek ABC, 
zie Fig. 137, tot oorsprong van regthoekige coördinaten aan» 
waarvan de eene AK een tweede hoekpunt B bevat, terw^I 
AB = a is en 6, &^ de coördinaten z^n van het punt G, dan 
zgn de lengten der zgden 

AB = «, AC = K»» + *'•) . BC = K(« - *)• + »'«]* (•) 
en demlier Tereelnkingen 

b' (a — «)6' 

Hieruit volgen die van l^nen loodregt op de verschilieode 
rigtingen, wederom naar vervolg genomen, A'B', A'C/, B^G^: 
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h a — b 

Doe geten voor de ooordiiuiteD van de panten A^, B', G'; 

b a — b 

S=p, y = — pp + q', s=p, y = -_p + |j 

s— en y_ ^ q. . . (d) 

wainiit meo ?oor de waarden der lijoeo k'B\ A'C' en B'G% alt 
men atell 

verkrijgt: 

Pa, PyXb^ + 6'*), P|4(a -*)« + *'«], 
wat ie bewqzen waa. 

ecu. V o o B S T I L. 

Door W. Tiif Haamt. 

jéiê ie ooMtfiolafi wm de hoehpwtiieH eetu drMoekê gegeven 

«^, 9&Hangt men die «on de koekpmOen des driehoehe ie 

ikpa/en, die moo in_den eereien beechfiBven ' is , dai de m^den 

twee aan twee loodregi op elkander «toofi. 

OreiLoaT door W. tab HAABaT| R. R, Ln^ J. tai dbb Hob- 
VBH en M. 6. SwotB. 

OrLossiifG van W. tab HAABat. 
Van den driehoek ABC, Fig. 138, noemen wij de gegeven coördina- 
ten van liet hoekpunt A{ii,a'), van B(&,6') en van C(c,e'), dan 

•' — *' 
ia de vergeligkiog van AB, y — *' = r(* "•*)» '•" ^3, 



Zij dan m^m' een pont M op de lijde AB, n,n' een pont N op 
de agde AC en pj)' een pont P op de agde BC, dan ia de 
vergel^ki^g van de lijn SN , 

Sr-H' = ^-I=^ (#-»), van NP, »-/>' = * ^«-p) 

lil — H II "^ p 

m' — p' 

en van MP y •— p' = ^» — p). Nemen wij nn aan, 

m — p 

dat IN loodregt op AC, NP loodregt op BC, en HP looditgt op 

AB ataat, dan znllen wij, zooab bekend isi hebben 

^ — » o' — tt' H-*p o[—b' m^— fi _ y — 0^ 

m' — ii'~ a-^c* n'— p'"* A — c ^ m'—p'^ a— i' 

U 3 
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of wel (« — <.)(»,— «) = («' — cO(»'— «O. 

eo (a^bnm^p) z:t {é" ^ b')(p* — m') . . . . (a) 

Dew^l ecbler H» N eo P reipectitelqk panfeo tid AB» JlC eo 

BC iqOy soo Boet 

a' — b' m' — c' 
m' ^ b' ==z l(i,t - 6), n'— c' — In — c) 

V ^ e' 
en p* ^ c' =. -y— — (p — c) xqo, 

, «'— A' «A'— a'i . o' — e' ac' — «'c 

doe «i'= r-«»H r-i • =" »H ' 

a — b « — A a— c « — c 

4' _ (^ Ac' — l'e 



P' = -T—T P + 



T-^''^ i-C ' 
en ait dete drie vindt mco ({tmakkelqL, Itrtbeidthalve ab' — a'b 
^ bc' — Ve -^ca' — e'asr V stellende , 

, _ b' — c' af — b^ bU 

, _, m—e' a'—b' aO 



a — • •— A (««*-ib)(# — e)' 



'^ A — c '^ a — c (a — e)(*— «) 

Door na deie irearden in de Tergel^kingen (a) te ichfgveo, 
komt er 

(«--eXm-H,)_ -^j-^ « ;;-^ «.- j,_^jj.^j 

ait w<lk« oMd findt 

(t^)«+(y^)t _ («-cX&-c)+(a'.-»0(y-»0 . 0(b'^)B 

« — c a — £ (m^^rt) 

en 

Dit é&t vergelQkmgeo verkrijgt men na behoorlgke berletdiog ^ 
vereen voodigHip: 
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._ _ *(«'-^y-«(*'-*0(y-~«'H-a*(>--g>M«~*M«(>~c) 
a(«-AH^*-e)--e(«-o)+o'(a'-A')+A'(*'-«')-«'{«'"-«')' 

o(a-*)+*(A-c)-e(o-c)+a'(«'-*')t*'(*'-«0-«'(«'~«')' 
_ c(«<->')Hft(a'-<;'Xy-c'>»-a*(>-c)+ac(<i-t)-tj(<>-c) 

a{ar-b)tb(b-e)-e{tr- o)+a'(o'-i'>f*'(*'-c')--c'(«'-«')' 

j _i. . a' — i' aft' — a'« , . 

en dan wordt «'= r-«*H r—.*'»" n«»Bb»tilnli»s 

a — 6 a — * 

^,_ t'(«-o)'-o'(o-6X&-c>fa'y(6^-c')taV(«'~it')-tV(«'-c') 

"* «(«-*>f*(i-c)-«(a~c>fo'(«'-*W(*'-«')-<'(«'-«') ' 
No volgt wt de Tcrgelijkiogen (a), alt «^ den noemer Tan «m 
kortbeidtitalve N noemen , 

bijgevolg ia dan «' = •»'- ïi~^ 

~" •(•-*)+4(*-e)-<<a-o)+a(a '-i')+6't6'-.c'>-e'<a'-c O 
«n p'=:m'_^__£_ 

■(«-*)f4(**c)-«(o-e>Hi'(« '6')+A'(*'-«')-c'(«'-e') * 
Toor het bgiaader geval, dat meo het hoekpant G tot oorapnmg 
ca de iqde AC tot at der • genomen heeft, nwdat essc' =•* 
= O it, wordt 

— _ «(** + >'*) qfc« 

** ~""~«(a — i) + *« + *'•• ^ *" «(« — ») + ** + 6'*' 
, M' ,_ ,_ abb' 

CCX. VoOBSTBt. 

Door W. Tin Hiiaar. 
Ve middelpimitverg^king te vinden van dê meeUkmutigê 
ptaatê der middelpunten van alle cirkelt, die van de beenen 
eens gegeven koeke gegeven koorden a/tnifden. 

OrsiUMi door A. A. T. Liduoib, R. A. MiBa, W. tui 
HuitT, J. TiR on HoBTBs on H. 6. Shobb. 

Oriott»» «OM A. A. T. Lhbiobb. 
Zg, lie Fig. 139, L BOD =a « de gtgoTen hoek, en P het 
oiddilpaat «an een der bedoeMe eirkelt, in^dende van de bceoen 

V 4 
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dt gcgevtti koorden AB = « on GD = i af. Laren wq verder 
oit P loodlijnen PQ cd PH op die bf-eDon vallen , en stellen w^ 
0P=*. L P0D=4>, do* L POB =«— 0, OA=M en MP=PII=r. 
dan hebben ve de vol|;ende vcrgrelijkingen : 
OMxON=; OAxOB, OPCwPOB=OQ, OP&fiPOD = PR, 
(« — r)(«-hr) = ti(a4-ii), »CM(ai — 0) = « + *«, 

of *« - f4 = fi(« + «). (a) 

i» = ^i« + *Coa(« — 0), (b) 

f« = »««n^ -f. J*» (») 

en de waarden van ti en f^ nit (b) en (c) in (a) sobstitoerende , 
komt er: ««{<7oa«(« - (f)- Coa^) =Ka»— 4«) . . . (d) 
voor de vergelgking van de meetknnstige plaats der ponten P. 

Nemen we de l^n die a middendoordeelt voor oorsprong der 
abcissen, door te stellen ^ = i|^ -{- j^«. Dan wordt de ver- 
gelijking (4): 

«« (Cos«(t« — ^)—Coê ^i« 4- *)) = «a»— *«), 
of: z^Sina «ii2* = i(a« — ««), 

of op regthoekige coördinaat-aasen, - jr = « Cm tp en y ^nxSmlf 
genomen , 

De meetknnstige plaats is mitsdien een geligkrijdige hyperbool, 
hebbende tot asymptoten de Iqnen die den gegeven hoek en rijn 
supplement middeodoordeelen. De middelpiint8vei|;elijking op de 
assen is dan: 

CCXI. YOOISTKI. 

Door W. VAir HiAtST. 

Er 9^ drie rogte l^nm gegeven, die elkander in heiMel/de 
pwnt sneden. Men begeert den straal te berekenen van den 
cirkel, welks wnddelpunt op eene dier lijnen ligt en die van 
de beide andere lijnen gegeven koorden afsnifdi. Tevens ver- 
langt men genoemden cirkel te construeren. 

Opoblost door R. A. Mbis, W. var Uaarst, J. vav du Hoi- 
VBNy R. R. LfT en M. G. Siroia. 

Oplossiiio van R. A. Hbbs. 

Zij, Fig.lS9, AB=ii, CD=6, iLBON = «, Z.DONc=ft 
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«êem vefder den «tnal d«8 cirkda = #, dan hebben w^: 
OM:OA = OB:ON en OI:OC = OD:ON, 
of 0P« — »» = 0Q> — ia» = OR* — i6»5 

maar OQ := OP X Tof « en OR =: OP Cm ^, 

dot OP» — aj*=OP»CM »« — *•« =OP«CM>P — ift*, 

of 0P« — * — * 

bqgevolg 

Om den cirkel te be«chrqven heeft men tfechta op de mïd- 
delste IIIb een stol OP =r * #^ -zrrz TT^ *« conatracrcn, 

en oit P eene loodl^n PQ op AB bgv. te laten vallen /dan ia, 
•ia men QA=:ia neemt, PA de radina. 

GCXIL V o o R a t B u 
Door W. vkn HAiaaT. 

Wederom M^ drie ngte iifnen gegeven, die door keiaelfde 
fmtU gmtm. Men verlangt nu den straal te berekenen van den 
drkel, die eene deser l^nen aanraakt en van de beide andere 
ge^evem koorden afen^dt. 

OfavLotft door W. tah HAAaaT, J. var die Hoiyin e» B. R» Lnr» 
OrLoaaiRft van W. tah HAAtaT. 

Laat, sie Fig. 140* FO, HO en EO de drie gegeven l^nen 
zgo, wier onderlinge atand bepaald ia door hoek HOE:=^ en 
hoek FOB =: «« Onderatellen w^ dan , dat M het middelpunt 
van den gevraagden cirkel Bi|t ^ ^^^ ^® koorde Hl = 2a en 
de koorde FG := 2& gegeven zijn, terw^l £ het raakpunt aQ 
van de derde l^n OE met den cirkel. Stellen wij den atraal s 
en laten wij uit het middelpunt loodlijnen op de beide koorden 
en op de raaklijri neer, zoo mede uit het midden P van de koorde 
FG loodfijoen op de lijnen HO en EO. Eindelijk nng trekken wq 
AH evenwijdig met EO, en CM evenw^dig met OH. Blijkbaar ia 
dan in den driehoek APH de hoek APM = a -4- ^^ en in den 
driehoek O^H de hoek CPH = a. In eerstgemelden driehoek ia 
nu AP = HP Coê{A ^ P), of, daar MP = !/(«* — 3*) ii, 
AP = Coe{A'\'p)i/[9^ — b^). Haar in den driehoek BOP ia 
PB = OP iSifi(A+^), doa 

BP — AP = AB = ME = s = OP ain{a + P) 

~ Coe{a ^ PM«* - *•) W 

ü 5 
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GCXIil. VoOltTBL. 

Door H. vAir Burkev. 

Men begeert door een puni k en een lager liggend pmU B 

een tUkhe hrwnwm Ifn ie trekken die de eigeneektf beeüf da$ 

een wkfel^k punt Umge eiken boog kV in denselfden tifd wUi 

olf lênge de overeenkometige koorde. 

Omuost door H. tam Buheiii , W. vah Haaist en J. tait 
iitB HoiTBir. 

Ono«iH« M» H. TAH Blarkis. 
Laat io Fig. 141 heU irlak der figaar eeü verlkttil vlak toor- 
•teUen, dat door de ponteo A en B gaat. len trakke door 
bet paot A de Ugo AZ loodragt naar beneden en atelle den 
boog AP SC #, de kooide AP =: i , den hoek ZAP = 0, den 
t^ van den val lang^ de koorde = T, den t^d Tan deo val 
Uoga dea boog ^= < en de vermellÏQg der swaartekraebt ^= f. 
Neemt men no in aanmerking, dat de aoelheid welke tot de 
valhoogte mCoe^ behooH» =; yigeCae^ is, dan ziet men ligt, 
dat men zal hebben: 

de ^ 2e ,. 






' —J ^2geCoe(P "* J v'lgeCoe^ * ^ ' 

Nn moet znik eene fooetie van e z^n, dat voor alle waarden 
van % de waarde van i gelijk aan T iq. Hen moet daarom ook 
hebben 

'^^^-^'•^^ ^^ 2. ^ «^('-^'^^xg) 

y2g%Coe(p * gCoe^ y2geCoe0 

Daar in het eerste en laatste lid van deze vergelijking de noe- 
mers gelqk z§n, moeten de tellers het ook z^n^ men heeft das: 
l/{de^ ^ e*d0*) ziz de + eTang0d4>, 
Hiemit vindt men verder achtervolgens : 

s 2Tang^ ^ -▼"▼' 

«I 

s* = m*Siti2^. : ; (e) 
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De kromoM Ign it dot eene gewooe lenmiicate of êirikUjn^ wel* 
ker as eene helling van 46^ heeft. Stelt men, ter bepaling van 
het pontB, hoek BAZ = « eo AB=fi,dan ia fi*=«>i»fi2» 

e» bB«evolg «* = ■ ■ . ^ . Door •nbatitatie fan dece waarde 
S%n2» 

woedt de veigelijking der lemniacate, welke door de ponten 

A en B gaat: 






^:»r2i <•*> 

Wanneer men den tijd van den val door den boog AP of door 
de overeenkoTOftige koorde AP in s nitdrokt, dan verkr^gt men: 

r = K- X k'- 



g » 

Hier geldt het bovenate of benedenste teeken naardat bet pont P 

beneden of boven de as is gelegen. Trekt men PP' loodregt door 

de as / dan zijn de koorden AP' en AP ' even groot. Stelt men 

dos den tijd fan den fal door den boog AP of door de koorde 

APy := i\ en den tqd van den fal dooi den boog AF of door 

de koorde AP', := I*, dan folgt ott fergel^king (e), dat 

2a 
1' X <* = — 1/2 aal rijn. Is nn boog AP oneindig klein, dan 

8 

is 1f ook oneindig klein en bijgev4»)g i' oneindig groot. 

Trekt men in het pont P eene raakiqn PT en eene verticale 
Iqn PQ, dan is in het algemeen hoek QPT =. S4>. fiieroit 
volgt, dat voor het pont P| , alwaar de raakl^n waterpas loopt, 
=r 30^, en voor het pont P^, alwaar de raaklijn verticaal 
staat, ^ =: 60<> is. 

Men kan sich voorstellen, dat het stoflelijk punt in een spoor 
langs den omtrek der lemniscatc beweegt. Dit spoor ondergaat 
aanvankelijk een« drnkking van binnen naar buiten en later eene 
drokking fan baifen naar binnen. Stelt men de snelheid in eenig 
pont = r, den kromtestraal =: A, de massa van het stoflfelgk 
pnnt = m en de drnkking tegen den hollen kant der kromme 
li]n = A, dan is 



a 



% 



of, omdat «' = %g%Coê^ en A = ^ is, 

OU 
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In het laagste poot P| is de drukkiog = o*^**^» ^^^ b^t ^t- 

7 3 

einde der as, = ~ X mgi/2 en in bet pontP,, = g-x mgi/i. 

De drokking wordt nol in het pont dat men fdrkrggt, door 

Coê(^ = - en bijgefolg ^ = 76^31 ' te nemen. Voorbij dat 

pont is de dmkking negatief , dat is, de kromme lijn wordt dan 
legen den bollen kant gedrukt 

CCUV. V o o E s T t L. 
Door H. VAM BuirKtH, 
frago ntmr de waaréB dor omeituHgB reeks: 

OroBLosT door H. van BLAnEENy W. vah Haarst en J. vau 
911 HoiviN. 

Oplossino van H. vab BLiHKtii. 
Stelt men in de vergel^king 

in plaats van # achtervolgens : «, n -H 1, n + 2, fi + 3 enz.» 
dan verkrijgt men: 

Hiemit vindt men door optelling: 

Voor eene oneindig groote waarde van p wordt 

^•^"^ Zm + ^ + I =^' enbqge^olg 
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^^'^'^WTift^^' (-) 

AAHHMKinft. Voor ft = 1 gaal de gefoodeo forgeli)kiDg o?er 
ift d« fflgeodi;: 

iw = B.Tangi -+• B.Timgi + B.Ihng^ + «oi. . (b) 
Steil men in vergelgking (a) (n+ 1) >n plaats van •», dan fcr- 
krijgt men 

0oor deie fergelijking «ordt de aom der overige termen aange- 
wezen, aU men «ergel^kiog (b) bij den «^ term tflifeekli Zoo 
heeft men bijv. iw = B.Tangi + £.T«fv \ 

iw = B.Tangi + B.Timgi -h B.l\mg\,mïz, 
Door in de vergelgking 

ïD plaaü van s achterfolgeot fe stellen: n, « + 1) «+ 2, ens. 
vindt men op gelijke wijte aU boven: 

Stelt men in 'leze vergelijking n == 1 , dan verkr^gt meo de 
zoogenaamde reeks van Eplbb: 
i^r = B.Ungi + B.Tangy-i- B.Tangj^ -f B.Tamg^ -h enz. (d) 

Breekt men deze reeks bij den «^^ term af, dan i» rit; som der 

overige termen =r B.Tamg -. Men heeft dos 

" 1» +• 1 

i^r = B.Tangl +• B.Tangi, 
i^ = B.Tang^ + B.Ttmg^ + B.Tangl, enz 
Het verdient nog opmerking, dat de termen der reeks (b) uit 
die der reeks (d) verkregen vrorden , door de laatste twee aan 
twee te vereenigen. Zoo is B.Tang^ + B.Tang ^ = B,Tang ^^ 
B.^angj^ + B.Tang^\ = B.Thngi enz. 
CCXV. V o o E 8 T a L. 
Door tf. VAir Blarkih. 
Een gelijkali»chiige ngie eyUnder he$ft tot grondviak een 
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pmraboUêch segmetU^ wMê koafd$ hQdf9fi$ op it oê im fmnigol 
9ima m gd^h is wm iwoemaal i» pammêter. Dêëe eyUndêr 
{mdêrgatdf têfwffl Ay mei hê$ plaUe M^vlak naar baven^ in em 
tHb iaam d n)aier dr^ftf eêne kMne êckammeling aaodamg^ dai 
éh bnekr^vemde Ijfntm «toedit waiwpoê blffven. Zoo nu iê t^fd 
•0»tr êck ommMmg gd^h U aam dm tUngerifd êem enkêhou» 
digen êlingwê^ die de lengte heeft van de pa m wte t er dar 
poffabool^ vraagt «m» naar het eoaheUfk gewigt van den 
e^Htêder, 

Or»uo0T door H. V4H Blarkui, W. vaii Haaist mi J. yah 

UËM HOSTIV. 

OrLoMiiifr van H. ?ar BtAHKVN. 

Als de drqvende cylinder tot rast gekomen is, dan is het 
gewigt van deo eylinder gelqk aso hel gewigt fsn het ▼erdrongeo 
water, en, zie Fig. 142, het zwaartepunt O van het geheele 
ligehaam ligt dan met het zwaartepunt Z fan het ingedompelde 
gedeelte in eene verticale Ign OZ. Door deze Ign breoge men 
loodregt op de waterpasse beschr^vende lijnen een vlak , dat den 
cflinder sngdt volgens het parahollsch segment ABC en den 
waterspiegel volgens de Ign DE evenwqdig aan de koorde kC* 

Stelt men de parameter =r p^ dan is de koorde AG = ^ 
en het deel BF der as = p. 

Men stelle verder de [lengte van den cylinder = i, het 
soortelijk gewigt = «, OZ =:: a, DB = I9, den inhood van 
het segment ABC = / en den inhoud van het segment DBE = ij 
dan vindt men ligt acbtervolgens : / = |/)*y t = tV^t 
BG = pi^n*, w = 2pi^n, BO = |BF = |p, 
BZ = |BG = |f^«« en bijgevolg e = fp{l -^h»). 

Wordt nu de kant C van den cjlinder eeo weinig naar beneden 
gebragt» zoodat de waterspiegel den stand D'E' verkrijgt, dan aal 
het zwaartepunt van het ingedompelde gedeelte neb ergens in Z' 
bevinden. Het gewigt van den cylinder veroorzaakt nu in het 
zwaartepunt O eene drokkiog van boven naar beneden in de rig« 
ting OH loodregt op den waterspiegel, terw^l de vloeistof in 'het 
punt 1' eene drukking voortbrengt, die van beneden naar boven 
werkt en gel^k is aan het gewigt van het verdrongen water. 
Verphuitst men, door toevoeging van een koppel, de laatste druk* 
king evenwgdig aan zich zelve naar het punt O, dan heeft men 
iu O eene drukking van beneden naar boven, gelqk aan liet 
gewigt van het rerdroogCM water verminderd met het g9«%t van 
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den cylinder, terwgl hat koppel eeoe draaiing voortbreng om 
aene as, welke in O loodregl op het vlak van het koppel alaat. 
B^ het ondenoek naar de werking van bet koppel kan men 
aannemen, dat ook na de indompeling bet gewigt ?an het lig- 
chaam nog gelijk it aan het gewigt van bet verdrongen water. 
In dat geval is segment D^BE' = segment DBE en bijgevdg 
sector DGD* = sector EGE'. 

Stelt men na hoek DGD' z^ 0, dan ui, als (p eene verdwq- 
nend kleine waarde heeft, het pont G op het midden van DE liggen. 
Ouk sal men voor zeer kleine waarden van nagenoeg hebben: 
D'E' = DE = 10, sector DGD' = sector EG£' =z iig^<p tn 
de loodlijn ZV, welke uit Z op OS valt, = $4>. 

Neemt men 6K = f GD' en GL = f GE', dan zullen voor 
zeer kleine waarden van de lijnen KH eu LH gelijk zijn aan 
de loodlijnen, die m't de zwaarteponteü van de sectoren D6D' 
en EGE' op de lijn OH vallen, en de som dezer loodlqncD 
KH -h LH = f tr zqn. 

Het statisch moment van hel vlak DBE'GD ten opzigte van de 
lijn OH is gelijk aan de som van de momenten der aizotiderlijke 
deelen van dit vlak, en dos gelgk aan het momeht van segment 
D'BE' plos het moment van sector DGD' en ook gelijk aan het 
moment van segment DBE plus hel moment van sector EGE'. 
Men heeft dns, de loodlijn Z'1, welke nit hel zwaartepunt Z' van 
het segment D'BE' op de lijn OH vall, == a htellende: 
spgm. D'BE' X s 4- sect. DGD' X — KH 
= segm.DBE x — ZV 4- sect.EGE' X LH. 

Hieruit volgt: * 

» = (— '+1^) X = -^ X 4> . . • (a) 

Stelt men in deze vergelijking voor s, lo en t de boven opge* 
geven waarden , dan wordt de ooëffintent van : 

^ = j%p{- 1 + 6T^n*) (b) 

Wanneer men tot eenheid der massa aanneemt eene cnbt^e 
eenheid van een gelijkslachtig ligchaam , dat de digtbeid van 
water heeft , dan is de massa van den geheelen cyltnder M = ^nfy^. 
Stelt men dus de versnHling der zwaartekracht ^ g^ dan is de 
dmkking, welke de massa van den cylinder wegens de werking 
der zwaartekracht uitoefent, = Mg en b^gevolg het moment van 
bet koppel, dat in bet vlak van de doorsnede ABC werkzaam is, 
S=: ^ X X Mg. Stelt men nu het a^omedt van traagheid van 
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dieo cyliDder ten opzigte van eene as, die in het zwaartepunt O 
loodregt op de doorsnede staat, = Mk^^ dan is de hoek versnel- 
ling, welke het koppel bij de draaijing van den cylinder om die 

as voorbrengt, =zr — -- — = -— X $. Men heeft dns, in 

aanmerking nemende, dat de hoek versnelling strekt tot verminde- 

^ 9^ 
nng van ^: '^ — 'j^ ^ ^' 

Is no voor 4^ z=z x de hoeksnelheid nol, dan wordt: 



(f)-=ff (..-*.. 



en bijgetolg A = ^'_ X ^(,»_^,y 

Hieralt volgt voor den lijd eener geheele «chommeliog: 

*« r- » —d<p *» 

Neemt men den top B der parabool tot oorsprong van regthoe- 
kige coördinaten, de as BF tot- as der s en de as det y even- 
wijdig aan de koorde AC, dan is, zoo men het moment van 
traagheid vao den oylinder ten opzigte van eene as, welke in B 
loodregt op het vlak AfiC sUat, = Mk'^ stelt: 
Mk'^ = «^//(«* 4- y*) dsdy. 
Integreert men eerst van y z= ^— \/p» tot y = + \/px en 
vervolgens van jr = O tot s =: p, dan vindt men, in aanmer- 
king nemende, dat M =z ^nljfi is, Mk*^ =z M x ff/>*. 
flet moment van traagheid ten opzigte van eene as, in het zwaar- 
tepunt O loodregt op het vlak ABC staande, is = Mk'^ — Mx OB^ 
Men beeft das, omdat OB = |/} is: 

mk^=^Mx^P^--XxisP^ = Mx i^p\ 

en b^gevolg ** = ^p*. 

Brengt men deze waarde van k\ alsmede de in vergelijking (b) 

opgegeven waarde van A in vergelijking (c), dan verkrijgt men; 

p 94 

' = "^ «^ >< 35p-TT6iFï^r • "^'^ 

Laat ^ den sliogeriijd eens enkeUoadigen slingers zijn, welks 

lengte = p is, dan is *' = sr |/^. 

9 
Door sobstitalie van deze waarde wordt vergelgLing (d): 

V 
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94 

De ti^d i eener schommeling wordt onbestannbaar, waaneer de 
«oortelijke digtheid fan deo cylioder kleiner is dan l/^^^ De 
cylinder sal dan bij de geringste oitwijking kantelen en das niet 
schommelen. 

Voor IS = |/^3^8 = 0,068... wordt I oneindig groot. De 
cylinder tal dan bq eene zeer kleine uitwijking nog in rast bleven. 
Bij grootere waarden van n lal de cylinder schommelen. Wanneer 
fi bqni = 1 is, en das de cylinder bijna geheel in het water 
is gedompeld, dan is de tqd eener schommeling nagenoeg 

I = f}/^ = <' X 0.73... 
Stelt men in vergelijking (e) i = i\ dan wordt 

35(~lH-6».n«) = *• «- '•98-»8 » = ^(^1^ = 0.48. . 
Do digtheid ?an den cylinder moet dos ongeveer geligk z^n aan 
die van droog dennenhonl. 

A.4RHBBKIN0. By vergclgkiog (a) wordt geen bijzondere eigen* 
schap gevorderd; zelfs de gelijkslachtigheid is geen vereischte. 
Het is slechts noodig, dat de zwaartepanten O en Z in een vlak 
liggen dat de beschrijvende lijnen loodregt doorsoqdt. Wagens 
deze algemeenheid kan vergelijking (a) in vele gevallen toegepast 
worden, om de stabiliteit van drqvende prisma's of cylinderi te 
onderzoeken. Het drijvende ligchaam zal bij eene geringe zgde- 
lingsche overhelling tol den vorigen stand teragkeeren, als de 
coëfficiënt van ^ eene positivo waarde heeft, en kantelen als die 
coëfficiënt negatief is. Laat bijv. een gelqkslachtig regthoekig 
prisma, dat een vierkant tot doorsnede heeft, met een z^ vlak naar 
boven , in eene vloeistof drijven. Stelt men na de zgde van bet 
▼ierkant = a en de digtheid van > het prisma in betrekking tot 
de vloeistof = n, dan vindt men ligt: « = ia(l -*- n), 
SP = a en t = fufl. Voor deze waarden wordt de coëfficiënt 
van 0: 

^ =^(-«-«+é)=^(.. -i + hi^i) («-i - jk-i). 

' Deze waarde van ^ is negatief, wanneer n grooter is dan \ — ^|/^d 
en tevens kleiner dan i -f- il/S. Is dos de digtheid van bet 
drqvend prisma in betrekking tot de vloeistof grooter dan 0»212 
en tevens kleiner dan 0.788, dan zal het, zoo een zijvlak naar 
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boven gekeerd is, een onvasten stand hebben en das bij de ge- 
ringste belling kantelen. Hierait Iaat zich verklaren , Waarom balken 
▼an greenenhoat gewoonlijk met een scherpen kant naar boven in 
bet water drijven. 

CCXVL VoORSTKL. 

Door H. VAR Bluikiii. 

Men vraagt nttar de loopbaan van oen stoffeUfk pmU^ dai 
amnvankel^k op den afstand a van een gegeven vlak^ daamum 
evenw^dig mei eene enelheid c beweegt ^ als voortdwrend in de 
rigting der hotU^n op dat vlak eene aanttekkende kracht even^ 
redsg aan de nde magt van de lengte der loodl^n^ op het 
bewegende punt werkt. 

Opoblost door H. VAir Blaukbr, W. van Haabst en J. vah 

on HOBVBH. 

Men neme het voetpnnt O der loodlijn, welke uit bet pont A, 
alwaar bet stoJBTelijke punt zich aanvankelijk bevindt, op het gege- 
ven vlak valt, tot oorsprong van regthoekige coördinaten; de po- 
sitive vraarden van x in de rigting van O naar A, en de positive 
vraarden van y in de rigting in welke bet stoflPelijke pont aan- 
vankelijk beweegt. 

Laat bet bewegende pant in den tijd t den boog AP doorloopen 
hebben, dan heefi men, als s en y de coördinaten van bet pant 
P zijn , in het algemeen y = c/. 

Stelt men de versnelling der aantrekkende kracht op den afstand 
a van het gegeven vkk =s — </ , dan is, voor di standvastig: 
d^x »» 

5r = -,x-. (.) 



©' = 



(b) 



2g a"-^^ — «»-^"ï. 
a« » + 1 

Hierait volgt , omdat <jy = cA is, 

o» — ds , . 

^ n + 1 

o» /•* —ds 

y = F{s) := ciy-/ ^,,,_^,, > . .(d) 

' ^ n4- 1 

Stelt men de snelheid in de rigttng der raaklijn cz: «, den 
boek dien de raaklijn met het gegeven vlak maakf^ = en den 
kromtestraal == It, dan vindt men ligt: 

V 2 
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ïi»ij»<ï> = -Tï X ï^ — :— ^ (f) 

a^e^ n -I- 1 . ^ ' 

WaoDeer n gelijk nol of een pontief even ^etal is , da o werkt 
de Tertnellende kracht voortdurend in dezelfde rigttng, het itoffe» 
lijke pant doorloopt daarom oen oneindigen tak eener kromme lijn, 
welke het gegeven vlak in eenig pont B doorsnijdt en altijd de 
holle tijde naar de as der x heeft gekeerd. 

In het b^iondere geval van n = O wordt de vergelqking (d): 

y=T^<--') (''^ 

2o> 
De loopbaan is dos in dit geval eene parabool , welke lot 

parameter heeft. 

Is IS een positief imeten getal, dan werkt de versnellende kracht 

aan de andere z^de van het gegeven vlak niet meer in de rigtiog 

van A naar O, maar iu de tegengestelde rigting, van O naar A. De 

snelheid vermindert daarom na den doorgang op gelijke wijze aU 

zg fód» den doorgang toenam. Het stoffelqke pont doorloopt daarom 

een boog ABA', die in het doorsoijdingspant fi in twee gelijke en 

gelijkvormige deelen wordt verdeeld. Het punt B is een buigpont. 

De boog AB V keert de holle zijde naar de as der x en de boog 

Bi' de bolle zijde. In bet pont A' beweegt het stofielijke punt 

in dezelfde rigting en met dezelfde snelheid als aanvankelijk in het 

pont A. Het moet daarom ook weder een boog A'B'A' doorloo- 

pen, die aan ABA' gelijk en gelijkvormig is. Hierait blijkt, dat 

de geheele loopbaan eene golvende kromme lijn is, welke door de 

as der y in een oneindig aantal congruente deelen wordt verdeeld. 

Alle waarden van y, welke met eenige waarde van s overeeoko- 

men, zijn dos, als^ h een willekeurig geheel getal of nul is, 

begrepen in den vorm: 

^ y = 4AF(0) ± F(,). 

In het b^zonder geval van n = 1 wordt vergelijking (d): 

y = cyA . B.Coê- (i) 

9 « 

Alle waarden 'van y, welke met eenige waarde van s overeenko* 
men, zijn dos begrepen in den vorm: 
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y = c)/-(2k^ ±B.Co^ 

Vanneer n een negatief {jctal is, wordt voor « =: O de factor 
«*, die In differentiaal«vergelijkiDg (a) voorkomt, oneindig groot. 
Men behoort daarom , zoo men bij vergelijking (b) negativo waar- 
den van 9 wil gebruiken , vooraf te onderzoeken , of die vergel^- 
king voor negativo waarden nog beataat. Heeft men lich daarvao 
overtaigd, dan zal, als « ^ — 1 is, vergel^king (d) ook foor 
negative waarden van 9 geldig zijn. 

In het bijzondere geval van n = •— | wordt vergelijking (b): 

Men overtaigt zich ligt, dat deze vergelijking ook voor negative 
waarden van s bestaat , omdat na den doorgang de versnelling van 
rigting verandert en de snelheid dos weder vermindert. 
Vergelijking (d) wordt na : 



y = 



3c 



X {l?^ai.K«* — **) + aB.Cos^^ . .(j) 






Alle waarden van y, welke met ecnige waarde van s overeenko 
men, zijn das be(;repen in den vorm 

— — 
^ ~ 2Ï73ag 

In het bijzondere geval van n == «— | wordt vergelijking (b): 

y^J = ^gi^a X (|/« — l^s) = 4aj — *gya9. 

Deze vergelijking bestant slechts voor positive waarden van «. Dil 
was wel Ie verwachten , omdat voor negative waarden de vertoel* 
ling onbestaanbaar wordt. 
Vergelijking (d) wordt nu: 

'=3^-— —'■■■<'> 

Deze vergelyking bestaat no ook slechts voor pdstlive waarden vaii«« 
In het bijzonflere geval van n = — 1 wordt vergelijk i rif* (b): 



(S' = •» 



W- j 



Deze vergelijking bestaat voor alle waarden van s, welke tasschen 
-I- a en — a begrepen zijn. 

De diflerentiaal*vergelijking (c) wordt in dit -^eval: 

V 3 



gitizedby Google 



426 WISKDNSTIGE 



c — d!r 



dy = — — . r--. 



O' 



Daar Toor jr =: O de waarde van - oneindig groot wordt, ia 

X 

het ?erkiealijk alleen van poaitive waarden van s gebraik te 
maken. De difFerentiaal-vergelijking kan dan onder den volgenden 
meer eenvoadigen vorm geacbreven worden: 

c — ds 

Stelt men na hg- = s', dan wordt de vergelijking der loopbaan: 



2a r^ 
y = F(s) = c|/— / 



^ O 

Voor bet dooranijdingapant B beelt men: 

2a /** • 2a 

«^f ff 

Daar de loopbaan weder eene golvende ign is, welke door de at 
der y in een oneindig aantal congruente deelen wordt verdeeld, 
zoo z^o alle waarden van y^ welke met jp = -f- jp' overeenkomen, 
begrepen in den vorm : 

y = 4*F(0) ± P(»'), 
en alle waarden van y , welke met « = — jr' overeenkomen, in 
den vorm: y = (4* + 2) F(0) ± F(«'). 
Wanneer n ^ — 1 is, dan komt ook in diffèrentiaal-vergelQking 
(c) een factür voor, die voor 4r = eene oneindig grciote waarde 
verkr^gt. Vergelijking (d) kan daarom slechts voor potilive waarden 
van s met zekerheid gebruik worden. In bet by zondere geval van 
« z: — 3 wordt vergelijking (b): 



(ï)'="i--^.} 



Deze vergelijking geldt blijkbaar ook voor negativo waarden van jr. 
Vergelijking (d) wordt in dit geval: 

Deze vergelijking geldt slechts voor negativo waarden van jr. 
De geheele loopbaan bestaat na uit een oneindig amtal halve 
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eUipseo, welke afwiiselcDd boven en benedeii de at der y liJn 
gelegen. 

Alle waarden tan y, welke met « = + »' oTcreeokoinen , 
z^Q begrepen in den vorm: 

en alle waarden van y, welke met jp = — »' overeenkomen, in 
den vorm: 

y = -?-{(« + 2)« ± K«' - *'*)) • 

In bet bijzondere geval van n = — 2 wordt vergelgking (d) : 

y.= lis) = -i-(Kas-#«)+flB.Coa|/^} . (m) 

Deze vergelijking beataat slechta voor potitive waarden van s. 

acT 
Voor bet doonnijdingapnnt B beeft men: F(0) = 2i/2a ê 

bewegend punt doorsnqdt bet gegeven vlak in eene loodregte rig- 
ling met eene oneindig groote snelbeid, en daar na den doorgang 
de veranellende kracht nog in dezelfile rigling blijft werken , zoo 
moet bet met eene oneindig groote snelheid in de loodlqn voort- 
bew^en. 

De gevonden vergelijkingen behooren tot eene afstootende kracht, 
zoo men aan g eene negativo waarde geeft. 
In het bijzondere geval van n = 1 wordt vergelijking (d) voor 
eene afstootende kracht: 

Is nu c = y^ag , dan wordt de loopbaan eene geWone kettinglijn 

en de snelheid v zl^ — s. 
o 

In bet b^zondere geval vau n = — 3 wordt vergelijking (d) 
voor eene afitootende kracht: 

y = -^ |/(*' — a*) (o) 

De loopbaan is das eene hyperbool. De snelheid heeft tot grens 
waarde t> = |/(c* 4- «¥> 

Brengt men den oorsprong der coördinaten naar het punt A, 
door in de vergelijkingen (h) tot (m) s 2= a — i?i en in de 
vergelijkingen (n) en (o) « = « 4- »% te stellen, en geeft men 

V 4 
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▼ervolgent aan a eene oneindig groote waarde, dan gaan al dtae 
▼ergelijkingen OTcr in: 

2c 2e^ 

Deze uitkomst was te verwachten, omdat in al de gestelde gevallen, 
als a eene oneindig groote waarde heeft, de aantrekkende en af- 
stootende krachten voor eindige waarden van Si als standvastig 
beschouwd kannen worden. 

CCXVIl. V o o B 8 T B L. 

Door M. Hbni. Pimbittbl. 

Een der hoekpunten van het blad eens hoeks is omgevouwen, 
zoodat het komt te vallen in een punt aan den tegenover gesegd 
hoekpunt gelegen kant van de pagina of *ijde van den regthoek, 
Frage wanneer zal de lengte der vouw een minimum z^n. 

Opgelost door W. van Haarst, M. Henk. Pimbhtkl, A.. A. J. 
Lbdkbobb, R. A« Mbbs, M, G. Shobe en R. R. Lit. 
Oplossiro van W. yar Hairst. 

Laat, lie Fig. 143, de lengte van het blad b en de breedte a 

sijn. Vouwen wij dan een der hoeken op de bedoelde wijze om, 

zoodat de hoek EBF in EB'F komt te liggen. Stellen wg dan 

EF = J? en BE = m, dan zullen wij weten, hoe de vouw 

gelegd moet worden, als m bekend eu s een minimum is. Nu 

is EB' = BE = m, AE = a — m, dus AB' = ^/{B'E» — AE«) 

=:|/{m* — (a — m)*} = i/a{2m — a), eo daardoor wordt 

B'D = AD — AB' = 6 — |/«(2m — a). Maar BF = r/^(EP — BE«) 

= |/(«" — m»), derhalve CF = 6 — {/{x^ — m*). Als wij 

dut FG evenwijdig met CD trekken, wordt, dewijl dan CF = DG ia, 

B'G =1 B'D — DG = |/(#» — m«) - |/a(2m — a), 

waardoor wij vinden: 

B'P=:|/(B'G«+FG»)=:ï/f[|/(sa-m*)— jxa(2m — a)]«-Hi») 

— \/[s^ + 2am — iM« — 2|/a(2m — a) {s* - «*)} co, 

daar eindelijk EF* = BT* + B'E* is, verkrijgen wij 

2m* 

am* = (2iw — a) («■ -~ m*), waaruit *■ =- ^. Deze 

2m — a 

ji*» . ^ ^ «'•C**) 2m>(4iii — 3a) 

vergelijking gedifferentieerd , geeft — ^ — ^ = — ^ ^i~^» 

dm (2fii "— O) 

en door andermaal te differentieren in de onderstelling van 

9 AL". ^*-(**) 8m> 

4m — oa = O, kmgt men ^ ^ ■ = — — , hetgeen een 

aw* (2ffi — «)* 

minimum aanwijit. De vouw, moet derhalve zoo genomeo wordeiif 
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dat AE «eD vierde«deel dar breedte it, en in dit getal i» de 
lengte der toqw |a^3. — Daar b geheel verdwenen is, hangt 
de saak alleen van de breedte af. 

CCXVIII. V o o R 8 T a L. 
Door M. Hiira. Pihehtsl. 

EoH tchip Meilt uU van eene phaiê A naar X, ierw^l iegeUjh 
oene boot vtm eene andere plaaie, boven AX gelegen^ teHreii^ 
om ket schip ie ontmoeten. Men vraagt de rigting Ie bepalen 
welke de boot hebben moet^ om het echip moo nab^ mogel^h te 
komen^ mfnde de verhouding der enelheid van het schip tot die 
van de boot als m : n. 

Or«BL08T door R. R. Lit, W. tav Haaist, H. G. Snoia en 
H. HavE. PiaiiiTii. 

O?to88iiro van R. R. Lit. 

Neemt men , zie Fig. 144, op de lijn AB een pant C zoodanig 
dat AG : BC ziz m : n^ en bepaalt men verder op het verlengde 
van AB het toegevoegde harmonische pnnt G', loo is 't bekend dat 
als D en D' de doorsnijdingspiA^teD zijn van flen op CC' als mid- 
dellen beschreven cirkel met de lijn AX , men hebben zal 

AD : BD = AD' : BD' = AC : BG = AC' : BC' = m : tj, 
waaruit blijkt dat in de ponlen D ea D' schip en boot elkander 
zullen ontmoeten. Is no B grgeven door ziju afstand a van A en 
door den hoek a van AB met AX, en stelt men hoek ABD on- 
bekend = ^, zoo geeft A ABD 

««•». • •« ^. ^. ^ mStnn 

BD : AD = « : m z:= Sin» : Sin0 = , 

tt 

dos blijkbaar ook twee antwoorden , daar de Sinas van een. hoek 

en zijn supplement dezelfde waarde heeft. Het is ook niel moeije- 

lijk te bewijzen dat ABD' die andere hoek is, want als men D'B 

verlengt tot F bijv., dan volgt uit de evenredigheid 

AD : AD' = BD : BD', 

Z. ABD = iL DBF = Z. CBF = L C'BD'. 

zoodal ^ ABD 4- L ABD' = 180^. 

CCXIX. VOOESTBL. 

Door C. J. Matthbs. 
jilê men den kortsten afstand tusschen twee overstaande 
ribben a en n van een viervlah = d, stek, is éit de uitdruk- 
king van desMelfs volumen 

F = id.aa Sin(a,m). 
Vrage naar het bew^s. 

V 6 
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Omiumt door C. J. Iattiis, R. R. Lit, W. var Hümt en 

J. TAN DBI HOBTBH. 

Oflomihg «Of» C. J. Matthbs. 
Zq, lie PI. II, Fig. 13, ABGD het tienlak, BC = a , 
AD =: «• Als meD dan de middelpunten van AC, AB, BD, 
DC achtertolgens door regie lijnen ?erbindt, zoo Yormen deze 
eeo parallelogram MNH'N', aan welks vlak zoovel BC als AD 
evenwijdig loopen. Dat vlak terdeelt het tetraedram in twee 
gelgke helften. De eene helft bestaat uit de som van een drie- 
hoekig prisma CHII'LNM' en eene driehoekige pyramide BLNM', 
welke laatste, omdat BC = 2HN, gelqk is aan een derde-ded 
Tan het prisma, das te zamen 1| maal dat prisma. Tan een 
driehoekig prisma in 't gemeen wordt no de inbond gevonden 
door een zijvlak te vermenigvuldigen met de helft van den 
a&tand van de overstaande ribbe, die hier =i ^d^ is. W^ heb* 
ben dan voor het bedoelde volamen 

f^ = 2 X I X H X 4a X i« X «ii(«, «) 
= K ii«'iWn(a,«). 

CCXX. VoOBSTBL. 

Door C. J. Matthbs. 

Denki men Mtoh eene parabolische snede door een regien 
cirkehormigen kegel, dan mooAl de raakl^n aan eenig punt 
der parabola steeds gel^ke hoeken met derzelver as en met de 
ribbe des kegels door dat punt, 

Opoblost door C. J. Mattobs, R. R. Litj J. vah dbb Hobviv, 
W. VAH Haabst en Bf. G. Srobb. 

OnossiNa van C. J. Matthbs en R. R. Lit. 

Denkt men zich de lijnen en vlakken van den kegel verlengd 
en nitgebreid lot aan een bol met oiicindigen straal, dan verkrijgt 
men Fig. 145, waar de kleine cirkel- den mantel des kegels op 
den bol afteekeot, BAC het vlak der parabool, SPQ het rakend 
vlak aan den kegel door eenig pnnt.P der parabool en bqgevolg 
T de raakl^n, terwijl in A de as, in P de ribbe den bol treft, 
zoodat de bogen TA en TP de hoeken der raaklijn met de as 
en de ribbe meten, terwijl de gelijkheid dier bogen terstond 
blijkt uit de symmetrie der regthoekige bolvormige driehoeken 
ZAT en ZPT. 

GCXXI. VoOBSTBL. 

Door wijlen J. Bassar. 
Men begeert de goniometrische tergeljjking 
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7i^2« = r«y(4S<' + »)- ra.y(4So - a) 

ONiiosT door R. H. Lit , W» var Haibst , J. BittAii e» 

J. TiH DBl UOBVIH, • 

OrLOMiHG van R. R. Lit. 
Zijl Fig. 146, cirkel Mk met de eenheid als tfnial beichreven, 
Tooru L AME = ^ EMB = «. Maak L EMC = Z. EMD 
= 46o, dan is AG = Tamg AMC = 7aii^(45<'+ «) en iD, 
wat da lengte betreft, =: Tang AMD = Jaiif (46<»— a). Be- 
wql na MC en MD loodregt op elkander slaan, is /^ ADM 
= L AMC = 46® •+■ a = i^ BMD, bijgevolg heeft men 
A DBM geUjkbeenig en MB = BD. Nog is ^ CHB = ^ MCB 
= 45® — a, derhalve is ook A MBC gelijkbeenig en MB = BC. 
Hen heeft alsna oit de figoor blijkbaar: 

AB = BD-Al.=?!5.-J'"!=i£r^, 

CCXXII. Voorstil. 
Door wijlen J. Bassan. 
Jfen iMfUoAl.cfe goniometritcke vergelijking 

Sec2ct =i 1 + Tang» Tang2» 
meeikunsHg te hew^wen. 

OrouosT doet W. vah Haaist, R. R. Lit, J. var obr Hoivbn 
en J. Bassan. 

OfLossina van W. tan Haarst en R. R. Lit. 
Nemen wij, Fig. 133, Z. BME = L EHD = «, dan is 
BE = EG == Tang», BD = Tang2», MD = Sec2» en 
CD = &c2« — 1. in de gelijkvormige AA DCE en DBM 
heeft men alsdan GD : GE = BD : BM, 
dat is Seo2» — 1 : Tang» = Tang2» : 1, 

waarait Ssc2« — 1 = Tanga Tang 2» 

of See2» = 1 + Tamg» Tang2». 

GGXXIII. y o o R 8 t B L. 
Door w^'lén J. Bassar. 
Men vraagt de goniometriêche vergel^king 

1 —. Tang*» 
meetkunstig te bewegen. 

Of6blost door R. R. Lit^ W. var Haabst, J. Bassar en 

J. VAR VBB HOBVIR. 
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Oplo0siic« tHin R. R« Lit. 
Zij, io Fig. 133, L BME = L EMC = «, Iaat dan uit 
B op ME de loodlijn BG oeér, en neem GH = EG, xoo is blqk* 
baar, daar L HBM = 90^ ^ 2« = /. EDM is , A »HB cip A MBD, 

waaruit volgt MH : MB = ME : MD = — =rrr := •-— ^^^ 

fflti na X MK 

MB> 4- BE* 
= MB X g _ , aangezien ME« = MB» + BE«, en vol- 
gens eene bekende eigenschap van den gelijk beenigen driehoek 
HB* == BE* H- MH X HE is. En hiermede heeft men het geitelde 
bewezen. 

CCXXIV. Voorstel. 
Boot w^ien J. Bassah. 
fFordt gevraagd de goniotneiriache vergel^kingen 

meetkuHêttg ie bewijzen. 

OpasLosT door C J. Matthis, W. vak Haarst, R. R. Lit «ft 
J. ?Aif DBH Hoeven. 

OrLossma van C. J. Mattbbs. 

Zij, in Fig. 147, L AOC = L AOD = 45°, koorts L AOB 
= L, AOB' = L COE = ^COE' = «, dan is blijkbaar, afgetien 
▼an het teeken, AB = AB'' = Tangx, AE = Tang (^5^+ «), 
AE'= Tang 1^5*^— «). Nu hebben de driehoeken AOËenBOD 
een gelijken hoek (45^ + «) en tevens gelijke hoogte, waaruit 
▼olgt: AE : BD = OE X OA : OB X OD, 

maar A OBC cr> A EOD, omdal L BOC =: L OED = 46o — » 
en Z. OCB = /_ EDO = 45° zoodat OB : BC = OE : OD 
en OBx OD = OE X BC is, waardoor de boven gevonden even- 
redigheid overgaat in AE : BD db: 0\ : BC, 
dat is Jang (45® i- a) : \ + Tanga =1:1— Tanga. 

Evenzoo hebben de driehoeken AOE^ en B'OD éen gelijken 
hoek , van (45® — ») , alsmede gelijke hoogte , wij hebben mits- 
dien op dezelfde wijze, met behulp van A OB'Gco A E'OD, 
AE' : B'D = OE' X OA : OB' X OD 
= OA ; B'C 
of Tang(^5^ ^ «) : 1 — Tang «=1:1 + Tang a. 
CCXXV« Voorstel. 
Door W, vAif Haarst. 

AU men de beide takken eener hyperbool omkeert^ aoodai 
de hoUe a^den naar eikander toegekeerd s^, dan sneden uf 
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elkadr blikbaar in twee punien van de l^n welke loodregt 
door het midden der eerete as gaat. Indien fnen nu het tlak^ 
dai door deae hfperboliêche bogen ingeêloten wordt, om ge$u)efnde 
loodlyn laai omwentekn^ ontstaat er een omwentelingêligohaam, 
welke inhoud men wenseht te bepalen. Ter toepaaeing neme 
men de eerste aa der hyperbool gelijk tien^ on de tweede ae 
gelffk acht el. 

Okilost door R. R. Lit, W, tar Haarst en J. tah du 

HOBVBN. 

Oflomihc van R. R. Lit. 

Bij eenig nadenken liet men gemikktlqk in, dat als men den 
tak DBE, Fig. 148, om DE omwenteh, dat omwentelingsHgchaam 
het b^eerde zijn zal , mita OC ter lengte fan de eerste as geno- 
men worde. 

Verplaatsen we nu de as der y van O naar C, dan ?erandert 
de tci^clijking ^V — a^y* = aV in b\j, + 2«)« — «V 
:= a^b^f terwijl de verlangde inhoad wordt /=: frfs^y. Daar 

das Sf = Tl/(y* H- **) — 2a is , krijgen we achtervolgeos: 
I=^f[p^{y^ + ^) _ 2a} ' Jy 

welke integraal genomen tnsscben de grenien «- è|X3 en -f- b\/\ 
geeft 1 = 4a«i5r[|/S — /.(2 -h |/3)]. 

No is 2 -M/3 = 3.7320 en /.(2 -f- |/S) = 1 .3169, 
derhèlve |/3 — /.(2 -H ^^3) = 0.4151, bijgoTolg /= 5.216a% 
= 521.6 cub. ellen, als a = 5 en ^ = 4 genomen worden. 
CCXXVI. V o o E 8 T B i. 
jDoOf W. VAR Haarst. 
Men vraagt de inhouden te bepalen van de beide omwentO' 
linge-ligohamen , die ontstaan door een hyperbolisch segment ^ 
begrepen tusschen twee het verlengde der eerste as regthoekig 
smadende ordinaten^ om elke van deaelve te laten wentelen. 
Ter toepassing worden de assen gegeven als in het vorige voor- 
êiel, en verlangt men het bgaondere geval te berekenen als de 
eens ordinaat door den top, en de andere op een a/stand ge^ 
lijk aan de halve eerste as genomen wordt. 
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*' OpLossiiia van C. J. Hattau. 

Zij, Fig. 149, OG = ff», OG = fi; breDgt meo ook hier 
den oorsprong over naar G, zoo wordt de middelpontsvcrgclijkin^ 

der ellips: h\x^ 4-n)» + a*y' = «"^S *, = iK*' — y*) — «, 

h 

en hel ligchaain t dat ontstaat door» de omwenteling van FHD 
om FB, wordt gevonden door de integraal — 9rƒ^/ Jy (iM^otte/, 
omdat voor posifive waarden van s, n^ en dW in leeken veriebii- 
len) te nemen van 

y = FG = V(a* — *•) tot y = DC = V(a* - «*)• 

■en verkrijgt alsdan geheel op dezelfde wijze als in het vorige 
voorstel : 

— ia^n [B.Sin^ — B.Sin'^\\ 

a a'* 

Wordt hierbij de rylinder HGCD = — (m — n)*l/(^a* — m*) 

a 

opgeteld, zoo komt er, na verdubbeling » voor het ligcbaam door 

omwenteling van FKËD om FK ontstaan: 

— ia*n(B.Sin - — B.Stn *)). 

^ a ar * 

Vervolgens verplaatse men den oorsprong naar C, en ga up 
dezelfde wiize te werk , zoo vindt uieu voor bet ligcbaam door 
omwenteling van FDI om Dl ontstaan: 

3€l 

— ia*m(B.Sin ^ — B.Sin -)} 
a a" 

Bk 
en door dit van den cylinder FGCl = — (w — n)*|/(a* -^ wM 

a 

t 

af te trekken, na verdubbeling, het ligcbaam door de omwenteliog 
van FRED om DE ontstaan, of 

3a *• 

— 3a*m(B.Sin - — B.Sin -)} . 
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Haent hmq in de ipwide tan /, m = a en » =: O» en in 
lÜe tan 1*1 «i = O en n =: <-« a, loo moet er, iimneit foor 
de SphaeroUe» liettdfile voor den dag komen, en men terkr^ 
Inderdaad I = F = fm^fr. 

Be aobtlitatie Tan m :z= O en fi = — a io de eente, of van 
flM=:aeni» = in do tweede nitdrokkiog, moet den inhond 
geren tan het ligehaain dat ontstaat door omwenteliog tan de 
kdte ellips om de ordinaat door den top. Daartoor tindt men 
I =V = Jjra»*(33r — 4.) 

Stelt men eindel^k in beide aitdrakkiogen m=saenfi = — Ot 

aoo lieeft men het Jigchaam dat beschreven wordt door de gansche 

ellips bg omwenteling om de ordinaat door den linksdien of 

legtschen top» waartoor / := i' =: i^^a^b wordt. 

CCXXVUL T o o n a T B I. 

Door W. tAK Haaist. 

BogwuuJ» wofit heiMêl/de gwraagd, alê me» eene paraboot 
tmwÊL Hitfbff wil men ier ioepassing de verhouding der beide 
inMendem vinden, aU de eene ardinaai viermaal aoo ver vatk 
dem iep genomen wordi ale de andere p en daatby vraagt men^ 
üf welke afstanden van den top off genomen moeten worden^ 
ede de parameter der parabool negen el ief en kei versokü der 
inAomden ün cub. el bedragenMnoet. 

Omuost door W. tav Haaist, R. B« Lu en J. tav nii 
ttovnv* 

Oplossivo van W» tab Haabst. 

Nemen wq toor do tergelijkiDg der parabool y' = pa; i^ 
toorts, ne Fig. 150» OB = «• en 01 = ft, dan is de ordinaat 
iB = l/np en de ordinaat BG.= y^p*' Be inhond tan 
het segment EOF is dan ^nynp en die tan het a^jmenC 
COD = imp/mp. DerhaWe is 

CDFE = t(mi/m — ni/n)i/p. 
Daartan moet het swaartepant ergens in de as der # Eggen, 
noemen wij het Z, dan is 

of, daaf Sr = l/f.y» Is, 

_ fadaya _ j^i^a + C 
"" fday» \ai/9 + C* 

Door nn hekle integralen tnsschen de grenien m'szn en ars: 

to nemen, tinden wij 

W 
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'" •• ■'^ ~' "' OZ = ^•'V** ^ «^«^«*) • ' 

BMrBH"vo)gt dm ' i ' 

47 _ n7 - — «"(a» ■>.fi»tV«rt>4- 2»V» 
Aci — Vit — » — — : — =77- — — v 

h 'na 'ËP de omwentefiDgs-as , dan is de doorgekMpen weg fan 
bef zwaartepunt 2AZ X ^9 en Yoor BD i» die weg 2BZ X «-• 
'^ïh hét eehfe geval 10 dan Tolgcns den regel Tan GuftDiHüfl 

ï = /jT {fn(im — Bn)i/m + 2nV«»} l^jP 
cfn In bet tweede geval is 

ƒ' = /^T {2mV»« — fi(5m — 8n)|/'ii} f/'p. 
Voor het geval dat m =1^ 4n is , wordt 

ƒ = ï«5 X Binhti/np en /' = A*x VJn^ynp, 
toödat nn ƒ 3 -T = 68 : 47 is. 

Verder 1% in dit geval ƒ — ƒ» = ^^ X lUfiw^^f. Is 
dérhahe gegeven p = el en ƒ—ƒ'== 1 cnb. el, du» 



88:r (18^»: 

Door 'de Togarithmen hebben wij dan 

6 Logn =L Log 25—2 Log ii — 2 Log sr, 
waamit' volgt n = 0. 200879 cl en «i = 4n ==: Ö.8OSS}0 il. 
GCXXIX. V o o 1 8 t B L. 
^ . ' Door J. H. ScnaFEE. 

Frage naar dk middelpunta vergelijking op regthoekige auen 
en de poolvergelffking der nteeikunsiige plaats van de enijpunUn 
der raakl^nen aan eene hyperbool , die elkander onder een 
êtandvastigen hoek anoden; voorts naar h^t al of niet hestaan' 
bare der plaats , eindelijk naar derMelver eomstructie in het al- 
gemeeiü en die voor de gelijkeijdige hyperbool in het bijzonder^ 
b^akUen de raakl^nen elkiander onder een hoek van 45^ ent/den^ 
Opoilost door W. tait HjUkKSi, J. H. ScHariay R. R. Lit en 

h T4V DBl HOBTBS. 

Ofifminü van, W. vav Haabst. 
Zij de fergelijkiug der hyperbool y* = "^** — «*) öf 

a*yt .^ frtjH :zz: m^a^h^^ dan is die van de raakUgn aan oeoig 
pont (mpn): a^ny — i*ma? = — a*i6*.7 ••••(») 
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en a«D emg paatim'f n*): 

«ifi'y ^ i»m'jr = — a»4» . ; . . ï (b) 
ft het fliiqpvnt *4er raiiklijtieii moeten de eoördinaton jr en y aan 
beide Tcigel^lingen^oUben. Daar on de paaten (m^ n) en (m', fiO ly 
de bypérbaol iie;gent moeten 2^ toldoen aan de Tergelijkingen 

a^n^ ~ i«m* = — a**> . . v . . . (c) 

en o»it** — i»m'» = — an* (d) 

LoMen v^ nn ifiy n, ffi' en n' nit de vier Tergeli)kiBgeil (e)((b); 
(é) en (d) «p, dan is a priori klaar, dat wij voor m' en n' nit 
de TVfgekjkingen (b) en (d) dezelfde waaiden aoofeten Teriii^gib 
ab T^Mir m en » nit de yergelijkingen (a) en (c). Voor de Jaatste 

hebben wi] nit (a; n z=: ^ en dit in (c) snbstitn- 

erende , (-6^«>— o*y »)w* — 2a*A»arm -h a^df^ + 4*) = O, 
waaruit men gemakkeUjk vindt 

"" — i>^» - a>y» ' 

en dan wordt 

_ g'i&^y ± h^xi/[a^y^ — &*#« -h a'4») 

* — fc>^i -u a*y» 

Nu snllen eohter (m, n) en (m', 11') verschillen, waarom wij Toot m 
en n de bovenste en toor'^m' en nf de onderste teekens nemen. 

en Ter,ol«e„.««' -m'n = ±.2.»6« X KaV-^'^'+a'M)^ 
Nn blijkt uit de twee vergelijkingen (a) en (b), dat de boeken , 
die de raaklijnen met de abscissenas maken* — ? — en ■. ■ ■■ tot 

trigonometrische tangenten hebben en wij vinden aboo nog; alt 
w§ den hbek der raaklijnen onderling « noemeni 

T -*- ^^^ ^*^' a*b^(mn' — m*n) 

***** 
Sobttitoercn wij hierin de voor nim\ im'i en mn' -^ tn'n gevon- 
dene «aarden» dan krijgen ^g 

of (»« + y » — O» + *•)» 31WV** = 4(«*y * — **** + •***) 

W 2 
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toor de ▼ergell§kiiig der meetlanitige (toto. Mm wou M deielfik 
fef){elqkitig genkeo» door ia de in voontelCLXIII geToodeoe 
tergelJgkiDg voor de ellipe, b^ door -« ft* te rermn^^ Stelt bmd 
ittdeie fergelijking « := 0| toovindi iiieii:a*y*«— ft*s* =:-~a*ft\ 
de tergelgkiog der hyperbool, en iv' + y' =od» eeo cirkel mei 
oneiodigen ttrael, welke beide blqkbear voldoen. Neemt men 
K = 90^, 200 komt er een enkele eirkei met den Itraal 
=: l^a' '— b*)» Na is het bekend, dat de raaUijn in een on* 
eindig pont van de hyperbool door het middelpunt gaal en dal^ 
alfl men den hoek, dien aq mei de abactaaenaa maakt, noemt, 

Tang^ = •- is; ab dos de hoek van de heide raakl^nen eodeiiiag 

2^i.,heeftm«.r«ér2* = -j-~^^=^j5.^. Dit» 

alioo de kleinste hoek, waaronder twee raaklljnen elkander kun- 
nen sneden, en bijgevolg wordt er voor de bestaanbaarheid der 

2ab h 

meetkonstige plaats vcreischt dat Tange^y i_ii ^ ^Wi* ) " 

tg. Is Tfmgi» = -9 dan wordt die plaaats een enkel pnnt namdqk 
o • 

het middelponU Voor grootere waarden van a onUtaan er twee 
gealotene kromme lijnen, de eene door a, de andere door 180^«*# 
voortgehragt, wier vlakken bq het toenemen der waarden van m 
elkander hoe langer loo meer bedekken en betrekkeigk grootor 
worden, totdat ig voor « = 80^ op elkander vallen en boven- 
genoemden oirkel te voonohijn brengen. 

üit de gevondene vergelijking volgt y* == «• i— ft* 4. 2m*Coi^m 

~ #* ± 2Caittl/{a^CoêeeU — (a> + ^'>*}» abmede 

#* = a* — *» — 2i« CoiU — y» 

± 2Cai»i/ {b^Co9ec^m +(«* + **)y*), waarnit 

voor # = 0,y = ± !/'{«*— 4*+ 2a*ö>l«(Col«±ClMee«)) 

en voor y =0, # = ± |X{a'~i*~ 2b*Coim{Coêci if Cbaa0«)}. 

9it zgn dos de ponten, waarin de krommen de eodnUnatenaam 
tntjden. Door de gewone snbstitntie vindt men voor de podtergeligkiog 

e ^ j^' tA. (*» ~ a> + b^)^TangU + 4&»(e« -a») 

Atmg Hf — ^^,^^, ^ ^,j _ ^^, _ a» + b^yTang^m 
De coostractie in het algemeen is geroakkeiyk nit de wordiog 
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der kromiiie l^n af te Mden* Imfliefs xtj BB, Fig. 161, eene wille- 
kenrtge koorde der byperbool, en treklen w^ DG zoodanig, dat hoek 
BDC ^ «tf, voorts de mïddell^ DE, de koorden B£ en CE en 
eindd^k de middeliqncn FF^ en GG' e?en«ijdig met BE en CE| 
dan snllen ée taaklqnen , door de punten F en G respectiteli^k 
efenw^dig met de koorden BD en GD getrokken, elkander nnder 
don hoA m anoden en haar «nijpnnt een pnnt der kro|nme zgn; 
Ovenzoo a]n ¥^ en 6' de raakpunten voor den anderea tak en 
geven alzoo nog een pnnt,* De conttrnetie ateont op het bekende 
vraagaink om aan eene hyperbool eene raaklgn te trekken, die 
evenv^g ia aan eene gegevene Ign. 

Toor de gelijkzijdige hyperbool ia & r= a en gaat de vergelij. 
kiflg over in (#^ + th^yTang^m = 4a«(y» — #» + a*); en 
ia daarbij » = 45^ en dot Tangtt =: 1, zoo wordt ^ 
(«• + y*)* = 4fl*(y* — «• + «*). A priori kannen wq reeda 
bealaiten, dat in dit geval één der krommen onbestaanbaar zal 
s^tp want nit hat boven aangewezene volgt voor dit geval a y 90^, 
zoodat alleen » = 136^ hier de meetkaostige plaats zal vormen. 
Haken wq de pool vergelijking op, dan wordt zij 

!♦ == 4a>(«* — 2z^Cos^<p^ fl«), 
welke op deze wqze kan worden geschreven: 

On bestaanbaar te zqn , moet Cai2^ ^ 1 en ^ •— 1 weaen. Dt 
kleinste waarde, die men aan m geven kan, stemt overeen met 
CQê2(P = 1. In die onderstelling wordt ia*M*=z 4a*— s*, waarait 
«• = — 2a> db 2a>|/^, dat is « = ± fl|/2(— 1 4-'»^> 
De grootste waarde van s stemt met Cos2^ :=r~- 1 overeen en 
dan wordt s = ± oi/2{\ + 1^2). Voor de kleinste waarde 
van « vindt men de pnnlen, waarin de kromme de eerste, voor 
de grootste, die waarin sQ de tweede as der hyperbool anijdr, 
voor Co$2^ = O en dos ^ == 45^ Is « = it ^k^* Dewijl 
men nn de grenzen kent, tnsschen welke n genomen moet woi^ 
deo om bestaanbare waarden voor <7os2^ op te leveeen, zoo kaa 
mes, door voor s verschillende waerdén te stellen, zooveel ponten 
vinden ala men verkiest. Zoo is voor s = a, 2a, l|a enz. 
Caê2/P ^^ }« ~* ft -~ l( enz. De constructie is hoogst een- 
voodig en heeft het voorfogt, dat daartoe die van de hyperbool 
nie( Boodnkelijh is. 

W * 
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GCXIX V o o « 6 ï B«,^. , . 
Door L a.Sc^a. / . 
Mteh térkmgt uii de poolve^dj/knig^ s ^/(^> ««mv Aro^ iw ^ 
IjUy Ae van de meeikmistige pkuUs'i^ ie leidm der eueoêeêim 
ioonn^SingêpuHien vam de tn 'dö> ^nadghmde pêHien op de 
töenircden opgerigte ^ièodh^M^. - «i • ' :j ,,'/• 

• ' OfoKLosT door C. 3. lÜAfTiTBs, W. Tiit^ HiAüér, tf'.' a SevifMrl' 

tt.' R,' |!iIT en J.* VAIf DER HoErER. ' . . . 

'/ ' OpLossiifG tan C. J. Mattsë^. 

' '&l^Ubati'i8' d^ poölTèrgëlijÜti^ 'der 'loodliJQ'fn eetf?^ patat ^; 
lif^ Pij, 162, der kromme ' '* • ' : ' ' 

QifFereDtiëert méi deze len opzigfe van 0, daarfiÜj ^ en' • tfr 
ftandfastigen be«choawende , zoo geeft zalls: 

■ // * Cc* (9 - »)/, W - ƒ (») ^fn (9-40 _ 

..,,.■.';■ ~ " c<„»(()-<^) . • ; • • ^^^ 

en uit deze twee moet geëlimineerd worden, dan heeft men 
tantond de poolyergeHjl.iQg der bedoelde mee(lun8tig[c plaats. 

In stede echter van verg. (b), lan men eenc andere nemen die 
eenvoodiger is ,en zich oqmiddi:]lijk d%.arwt Jaat afleiden, te weten 

^' •' T«^(«^-(p} = ^^ . .,...,. T . (c) 

«ian^t levens blijkt dat. s « 

■ Pp. ^ MTa4;(» — (p) = ±f^i0) is . .; • . (d) 
p^ti^ djT ue^üd^ alna^ rdat het pqnt p aan de ^ene of de 
l%dcfeLzij<ie van P komt te h'ggen. 
Se waarde Tan Coe{^ — $) pit (c) verkregen, 'namelijk 

• • .. ■ fm 

ib MTg. <a) Kwolxtitae^, geeft 

^ = i/\JH(p) ^J^im -^ ' • V- •^,V (e) 
«inrql men nog, door herieiding van Tang — <P) eo oplowog 
«u TaHgif vindt 

r..^fl fM) + m)j^<t> ,, , 



waar ai t 



r.ufl fmco*<p-f*msin(p 



soodat ZCosi = f{<p)C9i<P — fi{<p} SitK^ V . . (f) 
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De diminatie lal na het g^makkel^klt ^UadeD «U iii|g. 

W «« (O- 

CCXXXI V o o E 8 t » E. 

Z>oof J. H. ScBa|xa« .. , 

/n etttf kromme /yn t> ib poolordinaai z aim eent jf piml P 
'wiiidenevenredig iüsscHen de toadl^ Okf^lié M 'ié pöêl X) 
üp ie raakhjn 'tn^Viè neiSrgetaieH- en d» paóhriinaai' ^- b^ 
kH'mmi p der inhetvorijge vooHiel omêohrèven mMhmttige 
fiaak. f^ragé-Moar. Jluiiew^s. .'. ^ -^ . ...' 

Okblost door JI H. ScBartBy W. tait Haabst, R. R, Lit 
en J. VAÏr bbe Hoevbn. 

OrLoasiiiG ran J. H. SchIfbe. ^ 

Stellen m^ den hoek, -zie F%. 15^, door den voerstraal OP 
en de raaklign in P bepaald, ^eliyk i^, dan heeA men, gellgk 

^ • • ' zdd) ' ~f\if\ "'' 



ilH aA<W folgt OA ±= s«iSjfii.=3a«Tr, > i. .< . 
'ioodal ; OP» = OA >< 0|>. " '^ . '"' ' 

CCXXXII VoOBtTBL. 

Door J. H. ScBarBB. 
De regAoekige coördinaatvergelijking alsmede de pooj^er- 
fel^'king op ie maken nan de in de vorige vopntellen hedoel4e 
rneetkutMtige plaats voor de parabool, bijaldien oorsprong s^oo" 
wel mis pool in het brandpunt worden genoinen; voorts den 
hop deaer kromme uit hare poolvergelijking af ie leiden ^ en 
de y imte i i U o&nstnteren waarin beide kromm^i^ elkander 

^'den^ ' 

(htfnoart io(fr J. B. ScnavBR, W. tab ffiiftsv, t. J. HitTttts 
«i/Jl Tis Dl» Bqbtbv. . . ,,..,(, 

OtiMNVtf wsn J. H. ScBBin, W. yam lüaBBt.e» . « . . 
C. J. Mattbbs* ,. 
In bet CCXXX Voorstel is voor eeoe kromme I^n, wier pool- 
vergelijking s zzz f((p) isy in het algemeen gefonde» t,i 

Voor de Parabel, alt men de pool in het brandpunt aanneeMt^ 

W 4 
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B0tft ni6D| (B^^ bckcDa i$f 

fcggetols ^=/Ji(P)=zip.Smi<p.See»i(P, . . . (b) 
«dka «aardqeo in boveDstaand* nitdrakkingen getulMtitoMid, 

= ip&c»i^ . (e) 

= Coi^ z=iiCM*i^ — iCMi^ .... (d) 
«aanit gemakkel^k gevonden wordt 

«B 40» — i^Cetèf — 27/<« .'....-: (e) 

«f «el; alt men in aanmerking neemt dat ^0 = |4 it , korter: 

C = ip&e«f« -.(O 

IKt 10 dan de begeerde poolTergelfjking <mder een dabbden lem. 
De eerste (e) fcrleent cich het best, om er de regthoekip 
eodrdinaatvergel^kiDg oil op Ie maken. Immers mea beeft daaiio 
flleehta ^CosO = — # en ^ =r #* + y* te stelleo» om 
teritond te krygen : 4(p + ar)« = 27p(»* + y*) , 
velke vergelijking ook aldus geschreven kan vorden 

. (» - 2p)«(4* + p) = 27py« . V . . . fe) 

Door middel tan de algemeene vergelijking in beC CUUV 

Toorstel gevonden, voor bet geval dat de pool en de oonproi^ia 

betaelfde pont vallen, vindt men detelfde vergelijking. Als toch 

de oorsprong in het brandpunt ligt, is de vergelijking der Parsbel 

,. = p(. + ip), d« ^ = i = i,^, 

«a dan wordt i:=2i9 + \p en y ss ~ 2(# — y)f /^ ■ - * 

Door m bieroit te elimiaeereD , moet de bedoelde vergdqking voor 
den dag komen* Uit de eecsie vergelqkiiig Tolgt indedaad 

'-\P-—^ en ar + Jp___-, 
«a dit In de tweede 

P 
•wqiabragt, geeft 27p«*=:({ — ^)*(4| + p)i ak boveo. 
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On daarentegen den loop der kronflie 1^, ne Kg, IKSy iril 
êb poolvei^Ujking af te leiden, bedient men zich met beter 
gevolg tan den tweeden vorm (f). Wij willen aanvangen. tnet 
daamit voor eenige booClwaarden tan A de waarden van ^ ft 
bepalen» En dan vindt men met weinig moeite in H algemeen 

vwr«=3(270<^:F»«)f C = ± 4-;^^=±«^ «» hjgevolg: 

• voor« = (270«q=270o), C = ± IP» 

» » rx (270« =F 225«), C = ± p(8ï/«— 6J/2), 
» • zit (270« q: ISO^), C = ± fp^3, 
> a =1 (270^ T 136^, C = ± ipy^f 
n A s= (270«> T 90O), C = ± 2p^ 
a «=1(2700^ «<>), C = ±P(3^^0 + «I^). 
» $ = 270<> C = ± 00. . 

Hiernit blijlLt al vaat ten llaartte, dat de kromme symmetriaeh 
ia met opzigt tot de as der parabel , waarmede zij den top A 
gemeen beeft, voorta dat zq. geaegde at bcrbaaldelijk in hetzelfde 
pont K| op den afaland der dobbele parameter van O gelegen, 
anijdt, eindel^k dat zij aan weérac^en in een oneindigtn tak 
uitloopt, die meer en meer regthoekig daarvan af gerigi ia« Ter 
nadere kenniemaking met de kromme, dient men wijders na te 
gaan of z^ in den top ook de zigting met de parabel gemeen 
keeft; in welke ponten van het gesloten gedeelte de koomme hel 
verst van de as abtaat, en hoé ver; eindelijk of zi) eene asyrop* 
toot beeft* Daartoe kan de waarde van Tang ^ dienen , ^ wq 
namelijk de boek in eenig pnnt door raaklijn en pooloidinaat 
ingesloten* Voor onze kromme na ia 

SS ipSe^ii : ipSM^^ê.Tmêgii 

Modat ^ = 90^— f «.;•... V 7 '• ... (b) 

In den top hebben we 6 £S O, doa i^ = 00^ dat wil zeggen 
de raaklijn in dat pont ataat loodregt op de ê$f gel^k dil ook 
voor de parabel bet geval is. 

Wat de verst verwijderde ponten aangaat van bet gesloten ge- 
deelte: voor het bovenste pnnt van dien aard bgv« moet de raakl^ 
ovenw§dig en eenstemmig loopen met de as, dos tt»=s 180^—* 
g§n» waaruit bier volgen zal OQo — |9 = 18(K> — 9, derhalve 
}l a: 90», • SS iSffo, waarbg wi) boven gevonden hebben dat 

W 6 
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{•=f~fp|/2 beboort; daar verder de a£itand Tan dat pattl'tot 
de at = ^ Sim is, YvaAea wij daarvoor ipy^ 6in lW>trs ip. 
Eane aaymploot heeft de krooKiDe lijn niet, wel wordt voer 
I ;^ 270^1 ^ := 00 ; maar wq vindèb geen eindige wearde Toèr 
dea «Ibtand der vermeendel aaymptoot van de fooi O;, h 



•^3 



_ ipSe^l t /Colf » = ^p89^\ » fa«c|d* woidt 

voor A = 270^, oneindig. ^ '\ w ~ . -■ •.' 

Nbg werd gevraagd na^r de plaaU en benalmetie van de door- 
angdingsponten^der kromme met de parabel^ Tot dat einde atelle 
men in beide veigelijkingen , •< 

M = ipA(flï4> en C =^ iPjS»- 1 «^ 
^ 3«s «^ en 4 = 0, eo losae vervolgena daaruit de waarden 
van s en ^ op. ^ 

Hen' krijgt xoo doende x 

hetgeen , alt men (^ = 6/» aanneemt, ovei||aat ia 

Caa^ift = Cba*2f», 
dAia i*Coê^i» — SCoêf$^ = (2Coê^iê-^l)^, 
waaroit na herleiding: 

8 CW V-* 12Cot V + 3 Cl» V + 1 =0. 
luin. deae vergelijking wordt veldaan door Co9f$ = :fr 1, dat 
H ft == O of = «, waavtiit volgt 0z=iefi=:O of £=r3x2ir, 
4na eene bevestiging dat de kromme dotr den top der pambel 
faat Wf hnnben no de vergelijking in dezer VBoege tahngeen: 

(OwV— »)(8GmV — «C'oaV — 1) = 0, 
en de tweede factor gelijk O gesteld, geeft 

(7o«V— iC'o#V'- tf = O,. . 
(7oa«A« = i{H-|/3)» ' 
bijgevolg Cèa 10 sszCo8if4i=i C^fA^t Cos V — S) 

= ±^^'(«1/8- 5), 
<7ot9 = Ci».0=2rof«t<p — 1= K^K^-^T), 
5 = ia = i(i : Caan^ïs ip(8fxj ^ 5), 
aoodat de polaire ooMinaten der twee nijponten, waavüe vrij 
van wege de symmetrie van beide kromine l^nen ten opsigte van 
de a^ nn mogen beslaiten'» zijn , behalve 

= «r= 270»— 64<'24'43V66 SS2M04S' le^.aS 
en-^ = • «=:^=:ö.09«)7B2, 

bovenAeo neg 

= 90© + 84^24' 43%e6= 164^24' «•.88 
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m «s 5^80702» 

an.' . . ..; .,..^;;;; '-.«;.M8Q7öi . : .. •;;• ,:., .., . > .1 

Ei Uqfk ,««^eljök oyfirigjdie ponten U|,iqpnf(ri^ei^.,iPwf|(|1| 

lMlcI|q|?o jnen uit .^t middao M .der lija 0]^ »!# ini^/^pi^(, 

«A:lrekU4e J^o ODfU^ Vmolgent trokke iiNeQ<jttiiy.«K ^7= Q9\ 
genomen te Ifebbeo, eeim ^et KD evenwijdige lijn EF, 100 it 
Ot == Hpj/tV'Voorte i^tte mén ï%[ Itz* 2|p"*ti4t; Öiffl'1* 
aa,:;p;..i|<3r<r3 r+ 6). .Wt OWA HW op, ^. fl0,^fir ;;jj: (ff. 
^ï5/UfK3:i isigli.flieft., ia,/0 «ene lQpdUj?.,pp.4e ft» opi„«P ^95 
ijUlurgfti nw «jt, O net OE als. straal) ^fn i^ir^h^^.zoa.z^ 
deie-do gfifMmde: logdlijn in de be|>«eHle piipt^ jBen B\,^if[ 
diP* Immers IJ, akdan . . : .' ,. 1.; ,. , 1 - 

gdqk behaoH.. •--. . - /^^ . - - . 1, ' 

CCXXXm* V o o B 8 T %,i; . . ,. ., i 

'>' Door J. H. ScBain. - ■'••!• I .1 

' 'Foor de logariihtnische ipiraal z =r a?* t« de* ÏH'.dë tirige 

vóartteltBh bedoelde tHèefkunstige plocrls eené\ knmme 'vé^*'^' 

iélfde iiotnur; t^age*nnar liet- hewifê dtturvan^ üUmêée^kiun^ 

b^aonderheden van 'het verband' 'dai' er fnaèchen beide' ^rommenf 

beêioM: ' '' -\ ;• '- - ^\ ' • '"'• 

Opgelost door W. vah Haabst, Ï. H. ScBaFta ên'X. vab dÜ 

HdBVBB. 

OpioisiBo van W. ▼.ab Haabst. / 

Vet befaolp van de algemecne fonnalen in de Ojptotsing* fat 
het GCXXXf*^ VoorstBi gevonden ^ hebben «^ teratotidy daar hier 

x—f((p)=:a9en^ =:f,((P)=z aV.Weplog a = aP Tang f. Is, 

aoodat t = fi +^ fn0cs4-*^fc blijkt te zijn. Deie waarde 
vao ^ in de eaiste veigialiiking gesohatita^d^ geeft . . 

ZCo$f$:s,at-'f'. 
AaBgezioo nA fê een slandvaslige hoek is , hebben wi) doa ,faor 
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de levriagde kromme wederom eene legvidimitdie tpifaal 

deD, die bofeodieii vaa wege hetieUde gfondtal, gelqkvormig an 

de oonprenkelgke it. Om bet verbaiid toMchen beide kroouiw 

latten klaar aan te wigceOf willen wig aantooDeD^ boe, ali de kf;a- 

rithmiicbe tpifail vao de vergeljgking » zn a? gege?en ia, de 

andeio daanut geooattnieerd kan worden. Laat in Fig. 154» O d» 

poel a^i KEACDP de apiraal» en P een willekenrig pont dier 

flÓ) 1 
kromme, dan Uiikt uit Ikng^ == (jP^ = -=7—; = Caii$^ 

dal, gdgk bekend ii , de raaklgn PQ een ttandTaitigen bodi met 
den voerstraal van bet raakpant maakt, en tevens dat de boven 
ingevoerde boek ^ de boek it dien de normaal daarmee intlont. 
Kaken we dan l^ Pop = f», en rigten we oit P op OP eene lood- 
IQn op, die bet been Op in p mijdt, dan ia p een pont van do 
gevraifgde spiraal. Want noemende Op bier ^ en stellende ^ AOp = 1^ 
dan beeft men l^Cosfê = OP = s en 9 — fi =: ^, soodat, 
daar c = 0? is, inderdaad J^Coipt = a'"*^ woidt Hiemil 
volgt eene gemakkelijke oonstroctie van sooveel pnnten als men 
verkiest. Immers trekt men de voerstralen OF, OE, OA, OC, OD 
van de gegeven spiiial zoodanig, dat elke volgende met den voor* 
gaanden een boek ft maakt, en laat men ait de ponten F, E, A» 
C, D loodlijnen F^ Ee, Aa, Cc, Dd op OE, OA, OC, OD, 06 
vallen, dan tqn de ponten f, e, a, c, d ponten der verlangde 
kromme. Voort — f(=:0 is 0=f», Oa is derhalve de oorsprong, 
als OA die der eerste spiraal is. 

AianaKiBG van 3, H. ScnaFBa. 

Voor den kromtestraal aan eenig pant P eener logarithmiscbo 
^linal M SS a9 vindt men 

f s= tfPi^l + (Nep.loga)^} = rf&o^, 
gebeel overeenstemmende met de gevonden waarde voer ^. De 
vocrstrul dos van p is gelgk aan den kromteatraal van P. Voorla 
nl voor de bgaritbmiscbe spiraal tot bet ffeperiaansebe gnmdlal 
essef, lie veq;. (d) der Oploasbg van belCCXXX^ VooialBl, 
do I^B Pp =: fJitp) = 09 = /(♦) = e = OP lyi. 
GCXXXIV. VooiavBb 
Door J. VAV Dia Hoaviir. 

Êbn vraagt amafyüiok de vlakke k ro m me U bepalam wéér 
morwtabm alle door eem bepaald ptml gaam. 

Onilost door R, H. Lir, !• via oaa Hoav» en W. via HAisaT. 
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OfiMnim M» R* B« Iiir. 
Z§ (#9 y) een poot der g«?i«agde lurommé, dao vateo vQ dil 
èê vefgel^liuig der normaal Tan dat pont ia 

memm wQ do het bepaalde pont dat al de nofnialett net ellalf 
gemeen moeten hebben , voor oorsprong tan rêgthoek%e eodidinateQ 
aan , dan moet aan botenstaande vergdgking voldaan worden, door 
daarin Z SS F = O te stellen , maar dan krijgen w^ 

dat ie, aaogerien ffÜM) = jZ *•• 

— ydg = wdM. 
Dit geintegreerd , geeft : #* + y* = ^» <!• ^refgdfUoS ^"^ ^^ 
dileL 

GCXXXV. VooiaTiu 

Door J. TAH DXB HOITIII. 

Vragê hoe mtm op een vierkant veld van aeetien vaUen op hei 
eohaaUord^ vier koninginnen plaaieen han^ die niet in elhtmiere 



Qvsneev door W« tak Haaiit, B, R. Lit en J. tav nn Hoam. 
OruMeiaa van W. taii HAAast. 

flet ia vooreerst klaar» sie Fig. 166| dat geen der koninginnen 
op een der binnenste vakken staan kan » want , lelft aangenomen 
dat iQ alsdan niet meer dan de acht haar omringende vakken bo» 
etrqkt, soo blijven er slechts twee randen voor de drie andere 
koninginnen over. De vakken van deae liggen sleehts in twee 
rigtingen, het is dos onmogelqk daarop drie stokken onder de 
(Bstelde voorwaarde te plaatsen. 

Ten andere is het even doidelqk, dat geen koningin een der 
hoekvakken kan innemen, want dan bestrijkt rij twee rand* en 
«eno ri^ di«gonaal*vakken. Ter wedengde van deae laatste ayi 
dan sleehts drie vakken over| die elkander bestrijken , roodst ^ 
geen plaata is voor meer dan nog twee stokken. Stelt men op 
de vakken die nog overig blijven de stokken loodanig, dat er geen 
twee naast elkander staaui dan sal aan de voorwaarde voldaan a^n| 
en het blijkt altoo, dat rolks op twee wqaen geschieden kan, aan- 
door aaaa en Ubk 
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CCXUVI. T • o fr 8 T • L. 
Dü^ Jft TAH om HotTBir. 
Op hét eene been vmn Mfi regiem heek bmneyt «uA aan (waf 
B dai vam het hoekpunt O een afstand BO = b heeft ^ naar O 
toe 9tet eene etandvoêtigê sneikHd; een ander punt A, gel^kt^dig 
WÊn O mfgaméée^ keeft eene e enpari ge beweging op h&i andere 
iMMf wmnmn do snelheid in het algemeen wm de eerttgoÊnelde 
oeneUk» Vrage naar de hfowtme die door de regte lyts welke 
beide punien bl^ft verbinden, omvat' wordt* 

OroiLofT door W. tan HAAttT, J. tan dbb Hobvbv «m R. R« Lit. 
OrioiftiBaBtr «o» W. tab Haabbt. 
Ebbstb Oplobsibg. 
LiBty Fig. 156t A met eene snelheid van pen B van q lengte* 
eenheden bewogen worden en n» «i seconden in B| en Af geko- 
Hieo i^n p dan is BB| z=z mq etï 0A| z= mp en dos 0B| =: b 
— «19. Zij nu P het raakpont en # en y de coördinaten fan 
dit pont, dan hebben wij 

mp — jp : y = mp : i& — mg, 
wa^^lit *Mp(^ — ^g) — jr(& — mq) ^ mpy, 

of y =: H-^ jr ^ b^mq: . . . • (a) 

^ fnp 

Ha zal alleen «1 den stand Tan A|B| doen veranderen. Differen- 

filren #Q de Tergelijkmi; derhalfe in de onderstelling dat alteen 

m veranderl^k js, dan vinden wij 

pycifii =r qxdm + bpdm — 2mpqdm , 

en dos 2mpq ^z qg + bp — py, 

«MCDit m = 9^ + ^P -^ Py 

2pq 
ea deze waarde in de vergelijking (a) subttttnerende , verkregen 
«g voor de vergelijking van de gevraagde kromme 

__ (*P — g*+Py)g j bp -Lqx + pf f 

\ . ... (j* + *p--py)p ^ 

of na herleiding: 

pV* — 2pgjpy + g»** — 25p»y — 2bpqs + 5>p* = ^* 

De bedoelde meetkonstige plaats is das eene parabool | en dewgl 

y = 4 H- ^ ± |/^— ^ I», 

100 is y £= ib + — eene middellijn en --^ de parameter* b 
de snelheid e?en groot, dan wordt 
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,., , y».— a^iy 4- »• — Wy «-* a*4P + i> = O 
de ▼ergel^liog. Verplaatsen wQ d» eoSrdinaten-aweD door 
^'üri'K*, - y,)k^ + i*] en y = i[(*, + y,)»/^ + |A] 
te stellen; dan wordt de laatste vergelykin Jfi^ = bs^j/2. 
TwBEDK Oplossing. 
Nemei) vi) de snelheden aan als boven, en dat het pont A oa 
m eecuoden in A| en B in Q| is gelomen, dlin is de vergel^io^ 

van A4B4 y = ^^~^* + b — mq (a) 

Na een ander getal secunden, bijv. m', zij A in A^ en B in B^ 
gekonaen , dan is de tergelijking van A^B, 
* b — m'g - 

tnp 
Stellen wij na den tijd dien A noodig gehad heefl öm van A|^ 
naar Aj| te gaan ty dan is I r=: m^ — -^ m of m' = m ^ 1, en 
adir^fen wij dit in de vergeIij[UDg<«;?4D. A^^Bg, dan wordt dg 

(^ + Opy = {(« + 0ï— ^}*h-{^-(»«+Os}(«+0p 

of onder dezen vorm 
(w + <)py =(«? — * + <j)H-(*~»»j)wp+*^P— 2iii^— «•pg, 
tenv^I nit vergel. (a) volgt 

wpy = («g — b)» + (b — mq)mp, 
aeodatft«|yèfaeliil der overeenkomstige leden, na deeKng dew t^ geeft 

p» =: }# + ^ — 2mp9 — tpq. 
VevbeeUcB wq ons no hoe de stand van A^Bi geweest is^ dan ie 
het klaar, dat hij i secnaden geleden met A^Bï lamenviéi, en 
dit aal efonaeer plaata hebben, ab wij I sr: O stellen, h dit 
getal wordt de laatste tergelijking 

py = ff* -♦- 4p — 2topy, 

9' + ^ — py 

en das m z=z 



dan valt bet snijpont P eigens in A|B| ; waar dé'ge- 
^nMgde kromme l^n haar aanraakt , en worden alzoo # en y de. 
eoMinaten van de kromme fijn zelve. Snbstitneren wij no de 
waarde tan m in de vergelijking -(a) , zoo vindte wij dezelfde 
venelgking als boven. 

CCXXXVII. V o o B s T 1 I. 
JDoor R. R. Lii. 
Boe moei Mtch de hoogU M de boêis verkoudeH ttm een 
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ffgien eMkêharmigm eylNicfer, dU bff êm i^mUm imk am i 
dê ihmêt ntogel^iê ifppervbkiê kêefL 

OroiuMT door R. ft. Lit, W. vah HiAfttt em J. tas Dn H«Bvn. 
Oplossihg van R« R. Lit. 

Noemen wij de middellijn van het groodvlak m en de hoogte 
Ay dan it de algeheele oppervlakte 2 X iifm^ -{- wmk, Dmt 

OQ de inbond it ƒ =: ixm^h, zoo heeft meo A =— j-ybggo- 

tolg kan de oppervlakte ook aldaa worden vooigettdd : 

O = ifrm^ + — . 



Door dan herhaaldelQk te differentieeren, verkrggt 

dO *' A .• *' 

dm m» ' ^ w 

d^O 8/ 

. dm^ ••• 

4/ il 

Voor de waarde der hoogte findt men alinn A = — ^=^ — , 

««* r 

derhalve moet voor liet verlangde mintmoio de hoogte gelijk aaa 
de diameter van het grondvlak zijn« 

CGXXXVIII. V o o ft t T I u 
JDoor R. R* LiT. 

FtM om ngihoekigen driehoek ie de oetêe regikoekefde ibK' 
bel Moo gróoi ale de 4$mdero. Bf/aUiem mm de oom wm dm 
alrofaii dor aangeechwen eirkele gegeven ie^ vraagi mon de uffdem 
doe driekoeke te berekenen en Ie conalnferefi. 

Omumt dborR. R. LiT| W. tah HAAaar en J, tab du Hotm. 
Oflomiho imn» R. R« Lit, 

Laat a de kleinste, b de grootste regthoekzqde en c de hypo* 
tenue van den gegeven regthoekigen driehoek zijn, en noemen wg 
«y ^, 7 de stralen der aangeschreven cirkels tegenover de tmL.k^ 
R en Cy dan is aangenomen i =: 2a en bijgevolg e := «Kff» eo 
is^oAssa*. Wq vinden derhalve voor de waarden der stmlea: 

' ^ t ^^, a = a(l tv») = *'^- ^ + >^ 
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Hitroil hlSfkt dat het termen iqn eener rekeDLanstige reeks ^ «oo- 
dat 20 = «1+ r en de gegeten «om ê^z ^+fi +7 = i? ^^ 
waarait verder bl^t 

fi = ifl(l + 1/6) = 5* 

Het is derhalve klaar, dat men de lengte a slechts volgens de be- 
kende wij2e in de niterste en middelste reden zal hebben te ver* 
deden, en van het grootste stak een derdedeel moet nemei^, 
hetwelk dan de kleinste iqde vap den gevraagden driehoek iqn aal. 
CCXXXIX. V o o B 8 T a i. 
Door H. Hbhr. Piuntbl, 
Den inhoud te vinden van hei stuk^ dat van een regien cirkel» 
vormigen cylinder afgesneden wordt door een pUu viak, gaande 
door hei middelpmi der basie en hebbende op hei viak der baeis 
eene gegeven helling, 

OreBLosT door JA, Ibrb. Pimbmtbl, W. vau Hairst, J, var 
DBft Hobvbh en H. R. Lit. 

OrtossiHfi van H. Hbhb. Piibhtbl, 
Rjgt, óe Fig. \S1f uit X eene loodlijn Xfi op OM op, en laai 
CDEF een vlak aijn dat loodregt op de basis staat eo met OM 
evenwijdig is, dan zal CDËF een regthoek zijn, èn wi^ kannen 
het ligchaam OUBL beaebonwen als voortgebragt door de beweging 
van deaen regthoek evenwijdig aan zich zei ven, met verandering 
tevena van afmetingen. 

Laat nn %& = s, XO =i XL = XM := r zijn, dan is 
C¥ = 2CG = 2(r> — s^)^, en GH of CD = s Tcmgi. Voor 
den inbond van den voortbrengenden regthoek CDEF vindt men 

CF X CD = 2(r» — ir»)*« Tangl-, 
bijgevolg voor het element van bet ligchaam 

J/ = 2 Tangi{r^ — x^)kMdx 
7=2 Tang lf{r^ — s^^xda 
= — f Kwigr J(f» — s«)S 4- C 
=z %\r^ ^ (r^ - s^)l]Tangl 
= I f* Tang l , voor sr = r. 
OrJ.088iHO van W. vah Baabst. 
Dit vraagstuk is een bijzonder geval van voorstel CXLl dezer 
opgaven en kan uit de daar gegevene oplossing onmiddellijk wor- 
den afgeleid. Nemen wij aan, dat het snijdende vlak niet door 

X 
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hel boveovlak des cyÜDdert gaat, dfiD ia daar reeda voor den UMHid 
F van bet afgeanedeDC atnk (lie eerete Oploasing) gevonden 

F = I {(2r« H- a«) |/(r» — a») -+- iar^B Coê ^} Tongr ï, 

waarin 1 den helüngahoek vooratelt, en a den afstand waarop de 
koorde, volgen» welke het grood vlak gesneden wOrdt, att het mid- 
delpunt verwqderd U. Steit men derhalve a := O, dan giat 
het snijvlak door het middelpunt, en bovengenoemde vergelqking 
wordt in dit geval F = %r*Tangi. Was de hoogte des cylin- 

ders gegeven , dan is Tang J < of = ± -. 

CCXL. VooasTEL. 

Door C. J. Mattbks. 

JU i en T de hoeken van ineaUing en breking van een ge- 

wonen UehMraal voor de eene of andere nUddenatof roorUelien ^ 

dan woffU de hoeveeiheid b^ ierugkaatsing gepolarieterd licht 

uitgedrukt door 

Vrage den invallingshoek te bepalen, waarvoor die hoeveelheid 
een masimwn wofdt, met toepassing op hei geval van glas^ 
welke brekingecoëffiënt n = 1.5 sy. {*) 

OroCLosT door C. J. Hatthes en J. vaw dbe Hoever. 
Oplossiivo van G. J. Mattdes. 

Het komt hier aan op het differmtiëeren ▼anF(t) = a* — A*, 
waarvan de eerste difFereDliaaherhooding gelijk O gesteld moet 

worden. Voert men dit uir, in het oog hoedende dat Sin r:=- 5itfi i 

en dos dr = — y^ is, zoo verkrijgt men ten laatste 

n Co8 r 
rf(a» — b*) __ 4(n' — 1) 5 tn» f Sin{i — ^) | ^ Coêji ^ r) \ 

Ti ~ CoarSin^i'tr) l "^ Cas»(f — r)M 

soodat het bepalen %8n de waarde van f voor het maEimom af- 
hangt van de oplossing der hoogere mag tsvergi lijking , 

Coiii + r) + Co8\i — r) =z O, 
bijaldien daarvoor de tweede differcntiaalverhonding negatief wordt» 
hetgeen inderdaad het geval is. 
Om die waarde van t te vinden voor een bijzonder geval , voor 

(*) Dit Voorstel is ontleend aso P. A. Daoüis's Traite èk 
de Pkysiquê, T. III, |>. 80b. 
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glas b^T. (f» SS 1«6)« of voor water (« := 1.336), verforme 
men de tergelgking aldut: 

Co8[2i — (t — r)] = — Co$\i — f), 
wurait f=:i((t — r)H-i»oosfC<M[— Cm»(»— r)]} 

= *((« — 0+**'-*-^^^'«[Cö»H« — O]) 

=s 460 + i |(^- — r) + ^ao9 5m[Cof»(t — r)]) . 

Men vange no aan, met roor t eeoe waarde naar wtllekeor te 
stellen; met beholp van de bekende verhouding van straalbelrek* 
king f op te maken; (t — r) in de vergelijking te subatitueren , 
en aoo • te berekenen* Met deie nieowe t ga men de vergelijking 
wederom in, en aette zulks loo lang voort tot men deselfde waarde 
terogvindt waarmede men de vergelijking is ingegaan. Zoo geeft 
voor glaa de waarde t , rr SO^ eene tweede waarde 1 1 =r 85^ 12', 
deie eene derde tg = 77^ 58', deze wederom ei*ne vierde 
t\ = 78" 46\ deze eindelgk eene vijfde tg = 78^S9'S2'5, zoodat 
men 78^40' voor het ware cijfer houden mag. 

Door tnbstitotie dier waarde in de oorspronkelijke uitdrukking , 

vindt men \(a* — 6')=: 0.1519, hHwclk dus te jennen geeft, 

ala men de intensiteit van den invallenden straal = 1 stelt, de 

grootste boeveelheid gepolariseerd licht, die bij dien hoek teragge* 

kaatst wordt; i* = 0.193 is de hoeveelheid mei gepolariseerd of 

natuurlqk licht, dat de teroggekaatste straal hoveodieu bevat. Het 

totale bedrag teruggekaatst licht is dus 0.3449, en de betrekkelijke 

1519 
boeveelbeid gepolariseerd licht = 0.44. Ouder den hoek van 

polarisatie 56^18'35'8 ia al het teruggekaatste licht gepolariseerd, 
heeft echter alsdan slechts eene intensiteit van 0.074 vau die van 
den invallenden straal. 

CCXLI. Voorstil. 
Door M. Henb. Pihbktbl. 
De 9^den ie vinden van ren driehoek met gegeven hoeken ^ 
ipteiss hoekpmUen op drie gegeven evenwijdige lijnen moeien liggen» 
Opobiost door A. A. T. Lidebobb , L. G. B. Boubigics, A. 
PsiciA, W« V45 Haabit, M. Hb9b. PiMBRTBi , R. R. LiT en B. 
P, MooBS. 

OrLosaiBft van A. A. T. Lbduobb. 
Laat, ue Fig. 158, AP, BQ en CR de drie gegeven evenwijdige 
l^nen zqn , de afstanden AD = /> en DË = 9. Zij verder ABC 
da bedoelde driehoek , waarvan de hoeken A, B en C gegeven zijn, 

X 2 
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en stellea «ij AB = c, fiC =: a en L ABQ = 0, 

j . SinA 

dan li fooreerst a = c. ^. ' ^ . . « fa) 

StnC 
en vervolgens c.Sin0 ^=z p (b) 

en a.Sin(B — 0) :=z q (c) 

loodat Sin0 = ^, Cw0 = - i/(c* — p*). 

o c 

üil (a) en (i) vindt men wijdera 
' c SinA «. .„ ^, 

SinC 
c&in{B — <p) = 9 g-^^ «t*-' = «. 

CiK»^ Co8(^ — cCo$B Sin4^ =i m, 
of de waarden van Sin ^ en Coa ait (b) sabalitoerende 
SinBy{c^ — p>) — pCiM^ = m, 

waaroit c = ^jj-^ |/(p« + m^ + 2pm.Coê B), 

qSinC ... A'n^ ^ SimB 

Hierait vloeit de navolgende consfroctie voort. Trek eene lijo load- 
regt op de evenwijdige l^nen, maak 

L^W = LB en Z. DEF = ^ <7. 
dan ia /. DFE = /. ^ , en daar ED = 9 is , 

Sin C 
^^ = «-^n^ = -' 
en AF = »/^(AD» -4- DF» — 2AD X DF X CotkN) 

= 1^0»* + •»*-»- 2pm.CoêB), 
maik na ^ FiG = /. FDQ. Stel FG J. AF, du k 

A6 = AF Sec{B — 00») =r ^-^'(^«4. m* + ^mCoêB) = «. 

Beschrijft men eiodelqk uil A met AG ai* «Inal een cirkel , nw 
i< bet mgpont B het tweede hoekpunt van den driehoek, ab A 
het eerste is. Door ^ ABC = JB te maken , wordt ook het derde 

gevonden^ 

OrtomiiB van L. G. B. BociiciDs. 

Noemen wij, zie deielfde Fig. 168, t_ AIB = ^, dan ia blqk- 
I»w AB — o — ^ - — J» 

BC — « = i- — g 

SinÜBC — ^m(4. — O 
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r«.,+ = -'' + « 



pCotC — qCotJ 



en AC 3=- *• — *^ -^ ^'^ — ^-^i^ 




=-ia 



z^ea 190 ' ij ■ en — — - en de ingesloten hoek het supplement 



^ _^ 2pq CótB \ 

SinCj "^V&n^y "^ SinCStHJ^] 
^ SinC _ JXnJl 

De leDgte AC r= £ is door eonMroctie gemakkelijk te vinden ; 
imoiers bet is de derde zijde v^n een driehoek waarvan de beide 
P ^ 9 

▼an C. 

Aabvbreiho tan A. Psicba. 
Het is duidelijk dat er in 't algemeen it» vertclii) lende drie- 
botkcb itJB , die aan de vraag voldoen. Id de voorgaande oplossin- 
gen toeh ia nnderiteld dat, terwijl bet hoekpunt B kwalm te 
liggen op de middelale der evenwijdige lijnen, A eo C respectivelijk 
xich befioden op die welke daarvan op de afstanden p en g zijn; 
.dit laatste zoo ook omgekeerd kannen plaats grijpen, waarvoor 
men de lengten der driehoekszijden verkrijgt , door in de vorige 
waarden p met q te verwisselen. Haar niet enkel B , ook de 
hofkponten C en A kannen op de middelste der drie evenwijdige 
Ignen gebragt worden , zoodat men qog twee paren driehoeken 
ontdekt, waarvan de lengten der zijden even gemakkelqk worden 
opgemaakt nit de reeds voorhanden formolen , door daarin voor 

A, B en Q achtervolgens B, C en A en eindelijk C, A en B te 
stellen. 

CCXIII. T o o 1 8 T B L. 

Door M. Hbab. PiiiitTBL. 

AU men uit ondefseheidene punten eener regie /^ een paar 
raaklynen tot eene eiltps trekt en de beide raoApunien door regte 
l^nen verbindt , dan gaan ai die koorden door één oei/de punt, 
Frage naar het bew^e deaer stelling, {*) 

Opoblost door k. Péicba, M. Hbbb. Pibbrtbl, W. tab Haabst, 

B. P. HooBs en R. R. Lrr. 

{*) Het omgekcenle vindt meo bowesan bji Bidt, JBeiaf degdemétriê 
anaiyiiquê, 

X i 
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OPLoMiHfi tan k. PiieH4. 

Zij de verge]ijkin|y' der ellips op regthoekige 00Ördiliatt«Meii 
fl*y* -h A*iP* = a*b*y en die der regte lijo y i= /kt 4- 9. 
Trekken wij dan uit twee punteo y^ én x^^ f^ en #, raakl^nen 
tot de ellips , soo zulien de beide koorden welke de raakpnoteD 
fereenigen , zoo ah bekend is, tot fergelijkiog hebben: 

a"yy|. «4- b^xx^ = a*A* en a^yy, •+■ b^xx^ = «'A*. 
Elimineren wij tosschen beide vergelijkingen de y en x^ ten einde 
de coördinaten van het aogpont te bepalen , soo vinden .wij : 



"Oft — ««STi 



w 



y = - *'t-' - -♦> ...T..(b) 

Haar daar de punten t^, y^ en ar^, y^ op de lijn y =p« + 9 
liggen, zoo hebben wij: 

waaruit wij vinden 
y, -- yj = jp(*, — S4) en ^^y, — Sjyi = — J (J?t — ƒ4). 
Schrijven wi) deze waarden in (a) en (b), zoo veranderen zij in 
^ _ flV(a^t — ^i) _ — *V 

Daar deze waarden alleen van p en q afhangen, zoo zoUen dos 

alle koorden op d«ze wijze onUUande, een zelfde anqpiint hebbed. 

GGXLIII. V o o B 8 T B L. 

Door J. H. ScfiiFK. 

Indien men aan twee punten van eene ellipe raakl^nen treki^ 

dan liggen het middelpunt der ellip» , het midden der koorde He 

de raakpunten vereenigt en het ênijpmU der roMj/nen in ome 

^egte l^n. f^rage naar het bew^'e. 

Opcblost door k» A. T. Lbdibobb, k. Piicvi^ J. H. ScbIfib, 
W. VA!f Haabit, R. R. Lit e» B. P. Hoobb. 

Oplossiho van k» i. T. Lbdbioib. 

Zij de middelpantsvergelijking der ellips -^ -f* jj- = 1. 

Laat verder de coördinaten der raakpunten z^n «•, n en m', •'; 

m« «* , «'* n'* 

,oadat -4-^=1 en — +— =Ij 
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iraaniit geiniU6fiïk gevooden «ordt 



De vergeHjlingen der beide raekl^ncn zijn 

^ + j|-_ 1. — -h ^,-— 1, 

en dot de oDordinalen van bcKir sn^pmt: 

- — -' m — 1 



(O 



De lijn die door dit in^pont en Ket middelpant der ellips (deo 
oonproog) gaat, heeft dua tot, vergetijking : • : .> 






of daar, zie (a), -r = r , 

^ m-f-m' ^ ' 

waarait dadelqk bl^kt dat zij door het midden der koorde gaat. 

CCXLIV. VoosaTKL. 

Door W» vAif Hair«t. 

jik men uit eenig punt buiten eêne ellips raaki^nen treki^ 

en de raakpunten door eene koorde vèreenigi, begeert men den 

inhoud van den driehoek te vinden dié daardoor ontstaat, indien 

de coördinaten van het punt en de middelpuntsvergelijking der 

eUipê gegeven agf'n. 

Opgklost door A. Psicba, W. van HAAiar, ï\, R. Lif, A; A. 
T« LipiBoit en B. P. Moois. 

0?L088iRo van A. Püicba. 
Laat b^£* + a*y* ^= a^b* de vergelijking der ellips^ en 
ly tl de coördinaten van het gegeven pont xqn, dan ia de vergen 
lijking eener raaklijn aan eenig pont m, n der ellips, gelijk be« 
kend ia, b^sm + a^yn = a*b* : oeemt men daarin ir =r I, 
yzüis, dan wordt het raakpant m, n daardoor in zoo ver nader 
bepaald , dat de raaklijn het pont I ,- ti bevat. Vervangt men 
voorts m door s, en n door y, dan verkrij^^t men de vergelijking 
^eeaer regie l^n bUs + a'nr :^ a'i*, 

waaraan door de eaördinatcn van beide raakpunten m, » en ifi', n' 
aal warden voldaan, bijgevolg moet bet, daar twee pnoten een 
regie \^u bepalen , de vergelijking der koorde z^a* Deae derhalve 

X 4 
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gecombineerd met de vergelqking der «Uipc, g«eft «oor 4e heido 
raakponten : 

_ o*[b*t + ui/{»U* + b*t* — g'A»)] 

_ t«[a*w -^ tV(a^ii} -f- hU* — a«t»)] 
** "~ a»«» + A»l* 

De lengle der koorde of de bni» ran den drieiMek ii du 

Hur de afttand van een pUat I , « tot eene IQn y := o* -1- ^ 

w — al — 

it in het algemeen = — — -. Hierin de «aarden 

* 1/(1 + «») 

*•* - ** 

a = -— en p = — ■ 

ii}it « 

inbslitaereode, vindt men voor de hoogte van den driehoek 
_ o«ti« + hU* — a»&« 

bqgevolg ƒ = ,,^» ^ ^.,, • 

Aahubkihg ton W. vau Haamt. 
Voor h«t getal dat # = a en « = 6 ii, xoodat de koonk 
die fan een qaadrant der ellips wordt, vindt men lz:z\(ah. Voor 

< == O is ƒ = — -i 5 i- , Na ligt bet pont op de a» 

der y en moet, om / bestaanbaar te doen ajny « ^ & genonea 
worden. Is daarentegen n ::= O9 loodat het pint in de aa der 

X ligt , dan is 7 = ^ 5 ^ , waarom # ) a genomen 

moet worden. Voor a = ó is de ellips een cirkel en dan finden 

^n ƒ = — i — ' ; *- . Is hier ^ = a en 1» =r tf , 

^ i^ J^ m:^ ' 

dan is naar behooren / = ^a*. Indien men de oo5rdinteD fan 

een der beekpQDten van een om een eirkel amgaschveivn rqgai* 

matigen feelhoek kant, vindt men door bovenstaande waaHe tei^ 

stond het verachii van de inhouden der om- en ingeeolireTeo 



3 tzedby Google, 



OPGAVEN. N^ 24S en 244. »1 

veellMKèfD nn hetidfile aantal xijdan. Is bq? • ti=:a en lc=|ii|^S, 
igade het koekpuot van een omgeschrefen zeshoek , dan is ƒ ï= 
i^^l/i, dns bl =L ia^l/i, dat bet versebil tan de iohonden 
des in- en omgeschre?en zeshoeks is« 

CCXLV. VoansTtu 
Boor W. TiR Haaest. 

jilê m$n mU oAs funien eener gegeven lyn die door kei mH- 
cU|péiMl oemr elUpe gtuU^ twee tmM^nm aan dezelve trekt en 
elk po/or b^ et k o Ê t der bekoarmde' raaJkfunien door eene koorde 
veremigt, kan men die kaordon oir de baeee van driekoeken 
beeckamaen^ wier tappen alle in de gegeven ign liggen. Men 
begeert de vergel^king te vinden der meetkunetige plaats van 
de voetpmtten der loodljfnen, die in genoemde driekoeken uit 
den top op de baeie neérgelaien kunnen ioorden. 

OratMMT door k. Psicha , W. var Haaist en R. R. Ltr. 
OPLoasmo van A. Psicba. 

Laat even als in het voorgaande vraagstuk b^x^ +^\* =a'i* 
de vergel^king der ellijM zijn^ en zij y = «u die der gegeven 
regte lijn, dan ware voor een poot I, «, wsaroit men de raaklijo 
getrokken had , wederom 

A*te 4- a^uy = a*A* 
de vergelqking der koorde, maar daar het pont f, « op de lijn 
y = Od? ligt, heeft men f» = «/, en verandert de vorige ver- 
gelqking in deze 

» = -;ïi:;' + i? <•> 

waarin de coef&ënt van x onafhankelijk is van t^ hetgeen ods 

leert dat alle koorden die door de bedoelde constructie ontstaan, 

onderling evenwijdig zollen z^n, en dar, bijaldien het punt op de 

r^te l^n oneindig ver wierd genomen , alsdan de koorde door het 

b* 
middelpnnt moest gaan , immers wordt in dat geval — =: O. 

De loodlgn nit eenig pnot I en «I op de bqbehoorcnde koorde 
neéigelaten heeft tot vergelqkiag 

y - «« = ^ (« - O • (4 

ElimineBmi «q dna de waarde van t uit (a) en (b), zoo zal de 
nieawe veiigeigkittg ia # en y de betiekking oitdrokken tnsschen 
df coördinaten van een willekeurig pont der kromme, eo b^gefolg 

X 6 
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de getochte vergelijking znn. Nu vioJen wij oit (a) (= 7-- 

eo oit (b) I = — -^ 7-^, en door gelijkstelling dcter waar- 
den, foor de gevraagde meetkonatige plaats: 
a»A««(,»— y«)+ («*«»_ A»)sy — o»6««(««^6«) = 0..(c) 
Kt ia blijkbaar de vei^elijking eener geliykaijdige hyperbool, wier 
middelfiODt in den ooriprong der oourdinaal-asaen gelegen ia. Loe* 
ten wg y op en deelen wij door 9, aoo vinden w^ 

derhalve voor dr = oo : 

De eerate deier waarden atemt jniat overeen i^et den ooëlBciënt van 
X in vergelijking (a), waarnit blijkt dat de koorde die door het 
middelpoDt gaat één aaymptoot ia der hyperbool, terwgl de andere 
in dat middelpant loodregt op de eerate ataat. 

Sl«»!t men in (c) y =: O, zoo vindt men s = db k^(a'— >&*) 
onafhankelijk van «• Voor elke helling dos der gegeven lijn lal 
de hyperbool ateeds door de brandponten der ellips gaan« De onder- 
atelling a = 6 doet d« ellips in ean cirkel verkeeren, de vergelijking 
wordt alsdan (y — ax) {x + ay) = O 

en daidt aan dat de meetkuostige plaats de lijn zelve ia, gelijk 
blijkbaar. De tweede factor geeft echter cene tweede middelfijQ 
loodregt op de eerate, die niet aan het vereiachte beantwoordt, even- 
min als de geheele gevonden hyperbool aan de vra;ig voldoet, daar 
een gedeelte daartan voeten van loodlijnen op ideale koorden 
neergelaten bevat 

CCXLVI. V o o « s T E u 

Door W. VAW HiABST. 

BH%elfde Windi gevraagd aU in het vorige vooreiel voor de 
parabool in etede van de ellipe 

OvauosT door A. Psicha, W. vau HAAaat en R. R« Lit. 
OPLoasino van A. Psicha. 

Laat y^ = 2p*x de vergelijking der parabool, en y := «jr èie 
der gegeven regte lijn zijn , die wij onderstellen dat door den 
top gaat. Trekken w^ dan ait een pnnt (I, «) twee raaklqoen, 
zoo is in 't algemeen de veiigelijking van eene raaklijn aan tenig 
pont (m^ «1) der parabool 
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ffn = p%M + m) {«) 

co die der koorde welke io dit geval de beide raakpOBten verbiodt, 

tiy = p'(< + «).•••* .- • W 
terwijl wq ?oor de lood lijn oit het pant (f» «) op die koorde 

Vinden u . . 

y — «* = — JJ7(* - O W 

maar,' aaDgetieo liet pont (ƒ , ih) op de lijn ligt die tot vergelijking 
beeft y = flt#, coo lollen *de beide vorige vei^lijkingen door 
aobetitmietVan » ^ #1 oveigaan io defe 

«ly :2r p'(< -f. #) (d) 

y •-«' ~ J^^'"^ '^' ^'^ 

nit welke men no / stecbta te efioiineeren heeft, om de geioehte 
vergelijking te' verkregen, waarvoor gewenden wordt 

3r(«y - py + «•<«» - apO - «^«(«y - p*) = o . . (f) 

2w' 
Loat men te op. ten opiigte van d?, zoo blijkt het, dat met y s= — 

vooreerst overeenl^mt s =: 00| en voort» nog # 1= -. Bepaalt 

• 2p' 
men de laatste waarde nader, too komt daarvoor jr = --^« Hierjiit 

blijkt, dat het pont dat de regte lijn behalve den top metlié pa- 
rabool nog gemeen heeft, tevens, gelvj^k troawens van self spreekt, 
een pont der kromme is, terwijl de lijn die door dat doorsnijdings* 
pdnt evenwijdig aan de as getrokken wordt, eene asymptoot is. 

Stellen wij in de vergelijking dër kromme se :=: 0| wAarvoor 
de gegeven l^n de as der abscissen vrordt , soo vinden wij y =r 0; 
de meetkonstige phiats is alsdan de as telve* 

Schrijven vrij de vergelijking onder den vorm 

»(» - ff + 4 - ï)- '''•(» - ?) 7^' 

en stellen wq hierin « c=: co, waardoor de gegeven Ign in de 
as der ordinaten overgaat , loo wordt de vergelijking der kromme 

y« -h ** — />'* = O, 
het is dus in dat geval een cirkel, welks middelpunt op de as 
gelegen is, op een afstand ^p' nit den oorsprong en met ^p' als 
straal bescbrereu. 

AARnhKiHe wm C. J. Mattbu. ^ 

Wil men lich door eonstmetie eene meer bepaalde voorstelling 
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Tan het beloop der kroame Torraep , xoo kan men « = 1 ne- 
metti da» de rcgte lijn onder een hoek van 41^ op de at onder*' 
steUen. Zg voorts p de parameter der parabool» dan wordt de 
▼enalnking 

9(9 - ip)* + *•(» - f>) - iP'ix - ip) = 0. 
wun.it , = i^~J){P ± ^iP* _ 16, (y - p)]} . 
Stelt men hetgene onder hel worlelteeken staat, (pBttjk nol, aoo 
▼indt men y = ip{2 ± 1^6) en m :sz ip{6 ± 2|/<ö), 
behoorende de bovenste teekena bi^ elkaoder, even ala de benedenste. 
Neemt men y > ip(2 -f- |/6) of < Jp(2 — |/6), 100 
wordt s onbestaanbaar. De waarde y :=: O geeft jr = O en 

# SS Jp^ Voor y s=: ^p, vindt men jp = ^ y'jp en ir :=t4pb 
Met y = lp stemt slechts één waarde van s =s G overeen , door 
dat poni aal das de kromme Aerhttaldêlifk Menenfasin, en.l)i)(|evolg 
eene los vormen. Zij loopt vervolgens links op tot in het onein- 
dige , daar voor y = p, s =: oo wordt. Haar bij y = p be- 
hoort OQk nog X ^z p, regts gaat zij dtis nog door het tweede~ 
doorsnijdingspont van de lijn met de parabool. Voor y = l^^P 
vindt men x =r l^p en ar = 3|^, (asschen welke waarden 
ar = ip(5 + 2^5) = 2.365. • .p inligt. fiet is dus doidelijk 
daly = ip(2 + i/5) =r 1 .06. . .p een maiimom aanwijst. Naar 
mate x verder toeneemt p wordt y kleiner, kan intosschen nimmer 
wéér gelgk p worden» dan toch soqdea bq . die waarde vi^n y drie 
waarden van x behooren, dat blijkens de vergelijking onmogelijk 
is. Noo^Mkelijk sal derhalve de kromme nog een boigpant moe- 
ten hebben 9 om ten langen laatste in het oneindige tot de aan de 
as op een afstand van p evenwijdige lijn, de asymptoot der kromme, 

te naderen. 

CCXLVII. V o o B s T 1 L. 

' Door W. VAii Baabst. 
^U men uit een der uiteinden 9an de groote as eener eUipt 
koorden trekt ^ vet volgens aan de uiteinden dezer koorden raak- 
l^nen en op het midden der koorden loodlijnen oprigt, wil men 
de vergelijking vinden van 'de punten u>aarin elke raakl^ de 
daarhy behoorende loodl^ en^dt, 

OroBLosT door W. vau Haarst en R. R. lir. 
Oplossiro van W. vah Haasst. 

* Zij de middelpqots vergelijking der ellips _ 4. -j = 1. Nemen 



\ 
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wg veiToliflM cei^ «ilkkeor^ piml «i, » in deo wairA , dan 
kittfieo w$ dit lieicfaouiieii ais hel oiteiode «eoar kooide, die oit 
het einde der § roote ai getrokken ii en wel ait het pant a, 0. 
De coordÏDaten van het midden decer kooide t^n dan blikbaar 
i(a + m). \n, en de veigélijkin^ van de lijn waarvan de koorde 
een gedeelte ia, en dio dna door de ponten uit nena,0 gaat, ia 

d«rlialfey = — —£—.(« — a). De vergelqking van eene lood* 
Ign op deie zal dan van den vorm y = -- ^^^^ x + B aijn, 

en voor die, welke door het pont i(« -h m), }it gaat, woidt 

«» + n» — a« , 

D = , en de vergeJijding dezer lijn: 

a — m w* 4- II* — «* 

» = -7-' + aT"^ W 

Voorla ia de vergelijking der raakl^n in het poot m^ n 

5ï" -^ ^ = * W 

terwijl bovendien -~ "♦" TJ ^==^ ^ (e) 

moet z^n ^ daar m, » op de eliipa ligt. W^ hebben alzoo m en n 

.toaKhen de drie laatate vergdqkingen te elimineeran, om de 

vergdgkiog der (j^vmagde mceliunatige (daato te vinden. Dfeiar- 

toe is nit de tweede m z= V— ^^ C^\ en dit in de laaaUte 

sobatitoerende, vindt men a*(fr' — ny)* zsz b*{b^ .^ «*)«* 

«f * - aSyM^ Tï^i- ^ a^yt + ^»^. = O . . (d) 

Nemen wij daarentegen oit (c) m* = — ÜLÜLr 

ofwel m>+*'~a« ^ (g'-t*)..» 

2» 2*«ii ' 

eo de reedt oit (b) gevondeue waarde Tan m, waardoor 



a — m 



ajoMf — ab* + b*x) 



en tchr^ven wij deze beide waarden in (a), dan i« 

2»*!^ = 2«(mir - o** + b*t) — (a* — A»),«, 

d.ti. »« , 2ny 4- "t'^lT»"^ = O (e) 
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Treklnn v§ vui dne de TMfdqking (d) af, dan wordt 

_ b*(a -> *) f t»(»» — b*) (a -t- y) — 2«(a V -h >**«)) 
* — 2(«»^ A«)(o»*» — •»»» — *»»»)» 

Hierait volgt du 

^^ ^ ut «. 4* 

A*(q — g) a»(a — g) + AHg"l-^) 

en door middel Tan (e) verkrqgen wg daa gemakkelijk 
(a ^ *) {*V •**)(« + *)- 2«(aV -H *'*')) • 

ofwel 4a*{*^a + <r) — ai*«Jy* + 4(« — *)X 

^.i»(a--p){(a« — Ó*)(a4^«) — 2«r}». 
Voor y = 0, i8ar=acDar = j- ; 

voor jr = O ia 2y^ 4- a^ — è' = O, eo dos y onbeataaabaar; 
▼oor a :=: 6 ia « = fl en a?* 4- y* = 0. 

CCXLVIII. V o o B a T a u 
Door W. vAff UAAiar. 

Vt^ een ptifM in dêHxmink emêf pambool sjfn kêordm gêirokkm 
en in hare uiteitfden raaki^nen. AU mm nu in kei midden dier 
koorden loodl^nen oprigt , wil men de vergel^king vinden der 
en^pmUen van elke loodl^n met de daarb^ bekoorende raaU^n. 

OpoiLOar door W. var HAAiat en R. R. Lit. 
OpuMimo run W. vah Haamt. 

Zij de fergelijking der parabool y* = 2p'x eo de coördinalen 
van het gegeven pont I, f». Laat dao de ooördinaten van eeuig 
ander punt der parabool m , n sijn , dan ia dé vei^elijking van 

de raaklijn in dit pant ny = p\x -f- w) (a) 

Laten wij voorla eene lijn door de punten f, m en m, 1» gaan, 

dan ia hare vergelijking y — m = {x — l). De ve^je- 

• —^ m 

lijking van de lijn , die daarop loodreg' ataat, kan dan voorgeateld 

worden door y = x + JB en, dewijl blijkbaar de 

11 *^^ n 

coördinaten van het midden der koorde i(^ + M)| i(tt + »)»jtH 
ia voor dit punt al« voet der loodlijn: 
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il« + «) = - i-Tiri^* + m) + B, 



en diu Z» = — 



2(u - n) 
nodat de fergelijking dier loodlijo wordt 



y = — 



u 



n ^ 2(i# — n) 



of (w-«)(2y-ii-ii) + (< — «)(2»— # — •n) = 0. .(b) 
Na .folgt Dit (a) 2ifip' = 2iiy — 2|p'jr, en daar m,ii een punt der 
parabool en dus n* = 2iNp' ia, wordt 

«* — 2iiy + 2p'« = O, 
waaruit n = y ± |/^(y* — 2p'*) 

eo gevolgelgk 

_ i>y — p'x _ y» — p^g db y^y* — 2p'g) 
p' p' 

«o «abstilaéreo wij deze waarden van m en » in (b), dan wordt 
de vergelijking der gevraagde meetkunstige plaaU 

' {«• - y T Hy * — 2p'«)} (y - « T >/(y* — 2p'»} 
+{«+> y'±3rM3;'-2p'^)} j3^, y'±y>^(y^V^)[^o^ 

of p'*(2iiy — ^'a: — «»)+p'»{< + a)(ap — <)+ 2y»(y» — 3p'«) 

= q:2y|/(y»-2p'.)», 
of wel p'» {8x* + 2 (< — p')* + 2^ — ('* + »*)) * 
+ 4y V— V'») {2(t— p')« + 2iiy -(!«+«»)) — 4p'«^*=0. 
Voor het geval dat de koorden uit den oorsprong getrokken wor* 
den, il < = O en « = O, en de vergelijking 

p*x{ix — 2p')» = 4y*(2y* — 6p';r -+- x*). 

CCXLIX. VOOISTKL. 

Door W. vau Haaist. 

Jféf» vraagt naar de vêrgel^king van de meetkunaiige piaatê 

der punten , waarin elk jpaar raakiynen elkander sn^dt die men 

in de uiteinden van evenicydige koorden eener ellipe trekken kan^ 

OraiLosT door C. J. Mattdu, A. Piicha, W. var HAAiar, 

B. P. Mooia e» R. R. Lir. 

Oplossiho vam C. J. Mattbis. 
Zij *•«* + a*y* = a*A* de vergelijking der ellips, dan xijii 
de vergelijkingen der raaklijnen aan twee punten, («•,») en (m', n') 
dier ellips, gelijk bekend is 

b^xm -f. a*yn = «'A* (a) 

b^xm*-^ a^yn* = ««A« (b) 
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Trekt vofia de.eene Tao de aodere af, zoo krijgt men 

b*s{m — m') H- a*y (n — nO =± O . • . . (c) 
maar de lijn die de beide ponten (m^ n) en {m\ n') verbindt, 
moet steeds een lelfden hoek met de abtcisaenas maken, wdli 
tangens wij =: a willen stellen; bieroit Yolgt onmiddellijk 

—^ — '.= a of n -^ n' =, ci(m — »•')• • • (d) 

en dit gesnbstitaeerd in fergelijking (c), geeft terstond 

» = -;?^'- • • • w 

De meetkanstige plaats is dos een regte lijn, die voor « = 00^ als- 
wanneer y = wordt, in de as OX, en foor « = 0, alswanneer 
ip = O wordt, in de as OT overgaat. Voor een cirkel, waarin 6 = a, 

vindt men y = «--#, een bewijs dat de lijn hier altijd lood- 

regt op de evenwijdige koorden staat* 

Aahkkikikg van W. var Haasst. 
Neemt men den hoek = 135^ dos cc = •«• 1, zoo wurdc 

b* 
y = -^dP, soodat men voor elk pont van de regte lijn lai 

hebben * : y = a* : A*. 

CCL. VooisTBi,. 

Door W. VAR Haaist. 

AU in de uiieinden tan een steiseê pan evenw§dige koorden 

eener parabool raakltjnen aan dezelve getrokken worden, begeert 

men de meethmstige plaate te bepalen van de en^punten van 

elke twee raaklijnen die b^ dezelfde koorde behooren, 

-Opqilost door C. J. Hattbks, A. PsicffA, W. var Uaaest , 

B. P. Moois en R. R. Lit. 

Oplossiro van C. J. Matthcs. 

Zij y' := 2p^x de vergelijking der parabool , dan heeft men voor 

de raaklijnen aan de panteo (m, n) eo [fn\ n') de vergelijkingen 

yn = 

y«' 

De eeoe van de andere aftrekkende verkrijgl men 

y(ii - »0 = P'(« - ^') (b) 

tn hierin even als io het vorige Voorstel n — n' ^nz a(in — m') 

sobstitoerende vindt men terstond voor de meetkanstige plaats 

^=7 <«) 

das ecne regte lijn evenwijdig aan de as op den afstand ^. 
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